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§6. 多重線形形式
§5において扱った双対空間は 1次微分形式を定義するために必要な概念であるが, ここでは更
に高次の微分形式を定義するための準備として, 多重線形形式について述べよう.

定義 V を実ベクトル空間, ωを V の k個の直積からRへの写像とする. ω(v1, v2, v3, . . . , vk)

(v1, v2, v3, . . . , vk ∈ V ) が各 viに関して線形であるとき, ωを V 上の k次多重線形形式または k

次形式という.

上の定義において,例えばω(v1, v2, v3, . . . , vk)が v1に関して線形であるというのは,任意のa, b ∈
Rと任意の u, v ∈ V に対して

ω(au+ bv, v2, v3, . . . , vk) = aω(u, v2, v3, . . . , vk) + bω(v, v2, v3, . . . , vk)

がなりたつということである.

実ベクトル空間 V 上の k次形式全体の集合を
k⊗
V ∗と表し, k階の共変テンソル空間という. 特

に, 1階の共変テンソル空間は双対空間に他ならない. すなわち,
1⊗
V ∗ = V ∗である.

また, 双対空間の場合と同様に,
k⊗
V ∗は自然に実ベクトル空間となる.

更に, 双対空間の元を用いると, 次のようにして多重線形形式を定めることができる.

f1, f2, f3, . . . , fk ∈ V ∗に対して

(f1⊗f2⊗f3⊗· · ·⊗fk)(v1, v2, v3, . . . , vk) = f1(v1)f2(v2)f3(v3) · · · fk(vk) (v1, v2, v3, . . . , vk ∈ V )

とおく. このとき, f1 ⊗ f2 ⊗ f3 ⊗ · · · ⊗ fkは V 上の k次形式を定める. f1 ⊗ f2 ⊗ f3 ⊗ · · · ⊗ fkを
f1, f2, f3, . . . , fkのテンソル積という.

V が有限次元ならば,
k⊗
V ∗も有限次元である. 実際, 次がなりたつ.

定理 V を n次元実ベクトル空間, {f1, f2, f3, . . . , fn}を V ∗ の基底とする. このとき,

{fi1 ⊗ fi2 ⊗ fi3 ⊗ · · · ⊗ fik}i1,i2,i3,...,ik=1,2,3,...,n

は
k⊗
V ∗の基底. 特に,

k⊗
V ∗の次元は nk.

証明 V の基底 {v1, v2, v3, . . . , vn}を {f1, f2, f3, . . . , fn}が {v1, v2, v3, . . . , vn}の双対基底となる
ように選んでおく.

まず,

(fi1 ⊗ fi2 ⊗ fi3 ⊗ · · · ⊗ fik)(vj1 , vj2 , vj3 , . . . , vjk
) = fi1(vj1)fi2(vj2)fi3(vj3) · · · fik(vjk

)

=

{
1 ((i1, i2, i3, . . . , ik) = (j1, j2, j3, . . . , jk)),

0 ((i1, i2, i3, . . . , ik) 6= (j1, j2, j3, . . . , jk)).

よって, fi1 ⊗ fi2 ⊗ fi3 ⊗ · · · ⊗ fik (i1, i2, i3, . . . , ik = 1, 2, 3, . . . , n) は 1次独立となる.

更に, ω ∈
k⊗
V ∗とすると, 上の計算より,

ω =
n∑

i1,i2,i3,...,ik=1

ω(vi1 , vi2 , vi3 , . . . , vik)fi1 ⊗ fi2 ⊗ fi3 ⊗ · · · ⊗ fik .

したがって,
k⊗
V ∗は fi1 ⊗ fi2 ⊗ fi3 ⊗ · · · ⊗ fik (i1, i2, i3, . . . , ik = 1, 2, 3, . . . , n) で生成されるか

ら, {fi1 ⊗ fi2 ⊗ fi3 ⊗ · · · ⊗ fik}i1,i2,i3,...,ik=1,2,3,...,nは
k⊗
V ∗の基底. �
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V,W を実ベクトル空間, ϕを V からW への線形写像とし, ω ∈
k⊗
W ∗に対して

(ϕ∗ω)(v1, v2, v3, . . . , vk) = ω(ϕ(v1), ϕ(v2), ϕ(v3), . . . , ϕ(vk)) (v1, v2, v3, . . . , vk ∈ V ∗)

とおく. このとき, ϕ∗ωは V 上の k次形式を定める. ϕ∗ωを ωのϕによる引き戻しという. 引き

戻しは
k⊗
W ∗から

k⊗
V ∗への線形写像を定める.

微分形式を定義するためには, 多重線形形式に対して更に交代性という条件が必要である. ここ
では, 交代性と対になる概念である対称性についても述べよう.

まず, 線形代数においても行列式を定義する際に現れる置換について簡単に述べておこう.

σを k文字の置換とする. すなわち, σは集合 {1, 2, 3, . . . , k}から同じ集合 {1, 2, 3, . . . , k}への
全単射である. k文字の置換全体の集合を Skと表すことにする.

定義 V を実ベクトル空間とし, ω ∈
k⊗
V ∗ とする. 任意の v1, v2, v3, . . . , vk ∈ V と任意のσ ∈ Sk

に対して
ω(vσ(1), vσ(2), vσ(3), . . . , vσ(k)) = ω(v1, v2, v3, . . . , vk)

がなりたつとき, ωを k次対称形式という.

実ベクトル空間 V 上の k次対称形式全体の集合を
k

S V ∗ と表す. V が n次元ならば,
k

S V ∗は
k⊗
V ∗の n+k−1Ck次元部分空間であることが分かる.

例 V を実ベクトル空間, ωを V の内積とする. このとき, ωは V 上の 2次対称形式とみなすこ
とができる.

内積 ωは単なる 2次対称形式ではなく, 0と異なる任意の v ∈ V に対して

ω(v, v) > 0

をみたす. このようなとき, ωは正定値であるという.

k次交代形式を定義するためには, 更に置換の符号を用いる必要がある.

まず, Skは単なる写像の集まりではなく, 写像の合成によって閉じている集合である. すなわ
ち, σ, τ ∈ Skとすると, σ ◦ τ ∈ Skである. 置換は写像の合成によって群という構造をもつこと
から, σ ◦ τ を σと τ の積といい, στ と表す.

置換の中でも, 2つの文字のみを入れ替える互換というものを考えることができる. このとき,

次がなりたつ.

定理 任意の置換は互換の積で表される.

置換 σがm個の互換の積で表されるとき,

sgnσ = (−1)m

と表し, これを σの符号という. この定義はwell-definedである. すなわち, 次がなりたつ.

定理 置換の符号は互換の積の表し方に依存しない.

定義 V を実ベクトル空間とし, ω ∈
k⊗
V ∗ とする. 任意の v1, v2, v3, . . . , vk ∈ V と任意のσ ∈ Sk

に対して
ω(vσ(1), vσ(2), vσ(3), . . . , vσ(k)) = (sgnσ)ω(v1, v2, v3, . . . , vk)

がなりたつとき, ωを k次交代形式という.
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実ベクトル空間 V 上の k次交代形式全体の集合を
k∧
V ∗と表す.

k∧
V ∗は

k⊗
V ∗の部分空間であ

る. 特に,
1⊗
V ∗ =

1∧
V ∗ = V ∗

である.
k∧
V ∗について更に詳しく見ていこう.

まず, f1, f2, . . . , fk ∈ V ∗に対して

(f1 ∧ f2 ∧ · · · ∧ fk)(v1, v2, . . . , vk) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f1(v1) f1(v2) · · · f1(vk)

f2(v1) f2(v2) · · · f2(vk)
...

...
. . .

...

fk(v1) fk(v2) · · · fk(vk)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (v1, v2, . . . , vk ∈ V )

とおく. 右辺は k次の正方行列の行列式である. このとき, 行列式の性質より, f1∧f2∧· · ·∧fk ∈
k∧
V ∗となる.

1つめの定理の証明と同様に, 次を示すことができる.

定理 V を n次元実ベクトル空間, {f1, f2, f3, . . . , fn}を V ∗の基底とする. このとき,

{fi1 ∧ fi2 ∧ fi3 ∧ · · · ∧ fik}i1<i2<i3<···<ik

は
k∧
V ∗の基底. 特に,

k∧
V ∗の次元は nCk. ただし, k > nのときは

k∧
V ∗は零空間とみなす.

実は, 上に現れた f1 ∧ f2 ∧ f3 ∧ · · · ∧ fkの ∧は, 次に述べる外積という演算である.

ω ∈
k∧
V ∗, θ ∈

l∧
V ∗に対して

(ω ∧ θ)(v1, v2, . . . , vk+l) =
1

k!l!

∑
σ∈Sk+l

(sgnσ)ω(vσ(1), vσ(2), . . . , vσ(k))θ(vσ(k+1), vσ(k+2), . . . , vσ(k+l))

(v1, v2, . . . , vk+l ∈ V )

とおく. このとき, ω ∧ θは (k + l)次交代形式を定めることが分かる. ω ∧ θを ωと θの外積と
いう. なお, 上の式の右辺における k!l!は (k + l)!とする場合もある.

外積に関して次の 2つの定理は基本的である.

定理 V を実ベクトル空間とし, ω, ω1, ω2 ∈
k∧
V ∗, θ, θ1, θ2 ∈

l∧
V ∗, a, b ∈ Rとする. このとき,

次の (1), (2)がなりたつ.

(1) (aω1 + bω2) ∧ θ = aω1 ∧ θ + bω2 ∧ θ.
(2) ω ∧ (aθ1 + bθ2) = aω ∧ θ1 + bω ∧ θ2.

定理 V を実ベクトル空間とし, ω ∈
k∧
V ∗, θ ∈

l∧
V ∗, ψ ∈

r∧
V ∗とする. このとき, 次の (1),

(2)がなりたつ.

(1) ω ∧ θ = (−1)klθ ∧ ω.

(2) (ω ∧ θ) ∧ ψ = ω ∧ (θ ∧ ψ) (結合律).

結合律より, f1, f2, f3, . . . , fk ∈ V ∗に対して外積 f1 ∧ f2 ∧ f3 ∧ · · · ∧ fkを考えることができる.

このとき, f1 ∧ f2 ∧ f3 ∧ · · · ∧ fkは上のように行列式を用いて表されることが分かる.

なお, k次形式に対して定義した引き戻しは, 対称形式や交代形式に対しても同様に定義するこ
とができる.
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問題 6

1. V を実ベクトル空間とし, f1, f2, f3 ∈ V ∗とする. 次の (1), (2)の等式がなりたつことを示せ.

(1) f1 ∧ f2 = f1 ⊗ f2 − f2 ⊗ f1.

(2) f1∧f2∧f3 = f1⊗f2⊗f3−f1⊗f3⊗f2−f2⊗f1⊗f3+f2⊗f3⊗f1+f3⊗f1⊗f2−f3⊗f2⊗f1.

2. V を実ベクトル空間とし, ω ∈
k∧
V ∗とする.

(1) kが奇数ならば, ω ∧ ω = 0であることを示せ.

(2) dimV = 4とし, f1, f2, f3, f4を V ∗の基底とする. ω = f1 ∧ f2 + f3 ∧ f4のとき, ω ∧ ωを
求めよ.

3. V を n次元実ベクトル空間, ϕを V の線形変換とする.
n∧
V ∗は 1次元ベクトル空間であるか

ら, ϕによる引き戻しの定める
n∧
V ∗の線形変換 ϕ∗はスカラー倍で表される. ϕ∗は ϕの行列

式倍に一致することを示せ.
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問題 6の解答
1. (1) v1, v2 ∈ V とすると,

(f1 ∧ f2)(v1, v2) =

∣∣∣∣∣ f1(v1) f1(v2)

f2(v1) f2(v2)

∣∣∣∣∣
= f1(v1)f2(v2) − f1(v2)f2(v1).

一方,

(f1 ⊗ f2 − f2 ⊗ f1)(v1, v2) = (f1 ⊗ f2)(v1, v2) − (f2 ⊗ f1)(v1, v2)

= f1(v1)f2(v2) − f2(v1)f1(v2)

= f1(v1)f2(v2) − f1(v2)f2(v1).

よって,

f1 ∧ f2 = f1 ⊗ f2 − f2 ⊗ f1.

(2) v1, v2, v3 ∈ V とすると,

(f1 ∧ f2 ∧ f3)(v1, v2, v3) =

∣∣∣∣∣∣∣
f1(v1) f1(v2) f1(v3)

f2(v1) f2(v2) f2(v3)

f3(v1) f3(v2) f3(v3)

∣∣∣∣∣∣∣
= f1(v1)f2(v2)f3(v3) + f1(v2)f2(v3)f3(v1)

+ f1(v3)f2(v1)f3(v2) − f1(v3)f2(v2)f3(v1)

− f1(v2)f2(v1)f3(v3) − f1(v1)f2(v3)f3(v2).

一方,

(f1 ⊗ f2 ⊗ f3 − f1 ⊗ f3 ⊗ f2 − f2 ⊗ f1 ⊗ f3 + f2 ⊗ f3 ⊗ f1 + f3 ⊗ f1 ⊗ f2

− f3 ⊗ f2 ⊗ f1)(v1, v2, v3)

= (f1 ⊗ f2 ⊗ f3)(v1, v2, v3) − (f1 ⊗ f3 ⊗ f2)(v1, v2, v3)

− (f2 ⊗ f1 ⊗ f3)(v1, v2, v3) + (f2 ⊗ f3 ⊗ f1)(v1, v2, v3)

+ (f3 ⊗ f1 ⊗ f2)(v1, v2, v3) − (f3 ⊗ f2 ⊗ f1)(v1, v2, v3)

= f1(v1)f2(v2)f3(v3) − f1(v1)f3(v2)f2(v3) − f2(v1)f1(v2)f3(v3)

+ f2(v1)f3(v2)f1(v3) + f3(v1)f1(v2)f2(v3) − f3(v1)f2(v2)f1(v3)

= f1(v1)f2(v2)f3(v3) + f1(v2)f2(v3)f3(v1) + f1(v3)f2(v1)f3(v2)

− f1(v3)f2(v2)f3(v1) − f1(v2)f2(v1)f3(v3) − f1(v1)f2(v3)f3(v2).

よって,

f1 ∧ f2 ∧ f3 = f1 ⊗ f2 ⊗ f3 − f1 ⊗ f3 ⊗ f2 − f2 ⊗ f1 ⊗ f3 + f2 ⊗ f3 ⊗ f1

+ f3 ⊗ f1 ⊗ f2 − f3 ⊗ f2 ⊗ f1.

2. (1) kは奇数だから,

ω ∧ ω = (−1)k·kω ∧ ω
= −ω ∧ ω.
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よって,

ω ∧ ω = 0.

(2) まず,

ω ∧ ω = (f1 ∧ f2 + f3 ∧ f4) ∧ (f1 ∧ f2 + f3 ∧ f4)

= (f1 ∧ f2) ∧ (f1 ∧ f2) + (f1 ∧ f2) ∧ (f3 ∧ f4) + (f3 ∧ f4) ∧ (f1 ∧ f2)

+ (f3 ∧ f4) ∧ (f3 ∧ f4).

ここで, f1, f2 ∈
1∧
V ∗だから, (1) より,

(f1 ∧ f2) ∧ (f1 ∧ f2) = f1 ∧ (f2 ∧ f1) ∧ f2

= −f1 ∧ (f1 ∧ f2) ∧ f2

= −(f1 ∧ f1) ∧ (f2 ∧ f2)

= 0.

同様に,

(f3 ∧ f4) ∧ (f3 ∧ f4) = 0.

また,

(f3 ∧ f4) ∧ (f1 ∧ f2) = (−1)2·2(f1 ∧ f2) ∧ (f3 ∧ f4)

= f1 ∧ f2 ∧ f3 ∧ f4.

よって,

ω ∧ ω = 2f1 ∧ f2 ∧ f3 ∧ f4.

3. {v1, v2, . . . , vn}を V の基底, {f1, f2, . . . , fn}を {v1, v2, . . . , vn}の双対基底とすると,

(f1 ∧ f2 ∧ · · · ∧ fn)(v1, v2, . . . , vn) = det(fi(vj))

= det(δij)

= 1.

一方, (aij)を {v1, v2, . . . , vn}に関する ϕの表現行列とすると,

(ϕ∗(f1 ∧ f2 ∧ · · · ∧ fn))(v1, v2, . . . , vn) = (f1 ∧ f2 ∧ · · · ∧ fn)(ϕ(v1), ϕ(v2), . . . , ϕ(vn))

= det (fi(ϕ(vj)))

= det

(
fi

(
n∑

k=1

akjvk

))

= det

(
n∑

k=1

akjfi(vk)

)

= det

(
n∑

k=1

akjδik

)
= det(aij).

よって, ϕ∗は ϕの行列式倍.


