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§15. 多様体の例
ここでは, 基本的な多様体の例を挙げていこう.

例 (Euclid空間)

n次元 Euclid空間Rnは n次元C∞級多様体である.

実際, Rnは Hausdorffで, 1Rn をRnの恒等写像とすると, {(Rn, 1Rn)}が C∞級座標近傍系と
なる.

§9において扱った径数付き多様体を張り合わせると, 多様体を作ることができる.

M をRnの部分集合とし, M の位相としてはRnの通常の位相から導かれる相対位相を考える.

問題 14においても扱ったように, M はHausdorffである.

ここで, 任意の p ∈M に対して, pを含むM のある開集合 U がm次元Cr級径数付き多様体

f : D → Rn

の像として表されているとする.

このとき, (U, f−1)はM の座標近傍となる.

また, (U, f−1)および (V, g−1)を上のようなM の座標近傍で,

U ∩ V 6= ∅

となるものとすると, 次がなりたつことが分かる.

定理 (U, f−1)から (V, g−1)への座標変換

g−1 ◦ f : f−1(U ∩ V ) → g−1(U ∩ V )

はCr級微分同相写像.

特に, 上のような座標近傍全体の集合を Sとおくと, SはM のCr級座標近傍系を定め, (M,S)

はm次元Cr級多様体となる.

上の定理の証明は省略するが, §3において扱った逆写像定理が用いられることを注意しておこう.

径数付き多様体の張り合わせによって得られる多様体の中でも, 次の例は基本的である.

例 (球面)

n ∈ Nに対してRn+1の部分集合 Snを

Sn = {x ∈ Rn+1|‖x‖ = 1}

により定める.

Snを原点中心, 半径 1の n次元球面という.

ここで, i = 1, 2, 3, . . . , n+ 1に対して, Snの開集合 U+
i , U

−
i をそれぞれ

U+
i = {(x1, x2, x3, . . . , xn+1) ∈ Sn|xi > 0}, U−

i = {(x1, x2, x3, . . . , xn+1) ∈ Sn|xi < 0}

により定める.

また, Rnの開集合Dを
D = {y ∈ Rn|‖y‖ < 1}

により定め, DからRn+1への写像 f+
i , f

−
i をそれぞれ

f+
i (y) =

(
y1, . . . , yi−1,

√
1 − ‖y‖2, yi, . . . , yn

)
, f−

i (y) =
(
y1, . . . , yi−1,−

√
1 − ‖y‖2, yi, . . . , yn

)
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により定める. ただし,

y = (y1, y2, y3, . . . , yn) ∈ D

である.

このとき, f+
i , f

−
i はそれぞれ

f+
i (D) = U+

i , f
−
i (D) = U−

i

となる n次元C∞級径数付き多様体で,

Sn =
n+1∪
i=1

U+
i ∪

n+1∪
i=1

U−
i .

よって, Snは n次元C∞級多様体である.

なお, n = 1の場合は問題 10も参考にするとよい.

また, 立体射影を 2つ用いても SnのC∞級座標近傍系を定めることができるが, これは上のよ
うにして定まるC∞級座標近傍系と同値であることが分かる.

問題 14においても現れた n次元実射影空間RP nは多様体となる.

まず, RP nの位相については同値類を対応させる自然な射影

π : Rn+1 − {0} → RP n

による商位相を考えることにする. すなわち, RP nの部分集合 U が開集合となるのは, π−1(U)

がRn+1 − {0}の開集合のときである. 商位相の定義より, πは連続である.

このとき, 次がなりたつことが分かる.

定理 RP nはHausdorff.

p ∈ RP nを
p = π(x) (x = (x1, x2, x3, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 − {0}) (∗)

と表しておく.

ここで, i = 1, 2, 3, . . . , n + 1とすると, xi 6= 0という性質は pの代表元 xの選び方に依存しな
い. よって, RP nの部分集合 Uiを

Ui = {π(x)|x = (x1, x2, x3, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 − {0}, xi 6= 0}

により定めることができる.

このとき,

π−1(Ui) = {(x1, x2, x3, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 − {0}|xi 6= 0}

はRn+1 − {0}の開集合だから, 商位相の定義より, UiはRP n の開集合である.

次に, Ui上の局所座標系を定めよう.

p ∈ Uiを (∗)のように表しておく.

j = 1, 2, 3, . . . , n+ 1とすると, xiと xjの比
xj

xi

は pの代表元 xの選び方に依存しない. よって,

UiからRnへの写像 ϕiを

ϕi(p) =

(
x1

xi

, . . . ,
xi−1

xi

,
xi+1

xi

, . . . ,
xn+1

xi

)
により定めることができる.
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このとき, ϕiは UiからRnへの同相写像となり,

RP n =
n+1∪
i=1

Ui.

したがって, RP nは {(Ui, ϕi)}i=1,...,n+1を座標近傍系とする n次元位相多様体となる.

更に, 座標変換について調べよう.

p ∈ Ui ∩ Uj, i < jとし,

ϕi(p) = (ξ1, ξ2, ξ3, . . . , ξn)

と表しておく.

このとき, p ∈ Ujだから, ξj−1 6= 0である.

また, (Ui, ϕi)から (Uj, ϕj)への座標変換

ϕj ◦ ϕ−1
i : ϕi(Ui ∩ Uj) → ϕj(Ui ∩ Uj)

は

(ϕj ◦ ϕ−1
i )(ξ1, ξ2, ξ3, . . . , ξn) =

(
ξ1
ξj−1

, . . . ,
ξi−1

ξj−1

,
1

ξj−1

,
ξi
ξj−1

, . . . ,
ξj−2

ξj−1

,
ξj
ξj−1

, . . . ,
ξn
ξj−1

)
によりあたえられ, これはC∞級である.

以上より, RP nは n次元C∞級多様体である.

例 (開部分多様体)

M を n次元Cr級多様体, N をM の開集合とする.

このとき, N は自然に n次元Cr級多様体となる.

実際, N の位相としてはM の位相から導かれる相対位相を考え, {(Uα, ϕα)}α∈AをM の座標近
傍系とすると, N の座標近傍系としては {(Uα ∩N, ϕα|Uα∩N)}α∈Aを考えればよい.

N をM の開部分多様体という.

例 (直積多様体)

M をm次元Cr級多様体, N を n次元Cr級多様体とする.

まず, 直積集合M ×N の直積位相を考える. すなわち, M,N の位相をそれぞれOM ,ON とし,

M ×N の部分集合系Bを

B = {U × V |U ∈ OM , V ∈ ON}

により定める. Bを基底とするM ×N の位相が直積位相である. このとき, M ×N をM とN

の直積空間という.

2つのHausdorff空間の直積空間はHausdorffとなることが分かる. よって, M ×NはHausdorff

である.

更に, M ×N は (m+ n)次元Cr級多様体となる.

実際, {(Uα, ϕα)}α∈A, {(Vβ, ψβ)}β∈B をそれぞれM,N の座標近傍系とすると, M ×N の座標近
傍系は {(Uα × Vβ, ϕα × ψβ)}(α,β)∈A×Bにより定めればよい. ただし,

(ϕα × ψβ)(p, q) = (ϕα(p), ψβ(q)) ((p, q) ∈ Uα × Vβ)

である.

M ×N をM とN の直積多様体という.
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問題 15

1. m,n ∈ N, m > nとする. U をRmの開集合, f をU で定義されたRn に値をとるCr級関数
とし,

M = {x ∈ U |f(x) = 0}

とおく. M が空でなく, 任意の x ∈M に対して

rankf ′(x) = n

であると仮定する. このとき, 逆写像定理を用いることにより, M は (m− n)次元Cr級多様
体となることが分かる.

このことを用いて, 次の (1)～(4)の集合M がC∞級多様体となることを示せ.

(1) M = {x ∈ Rn|〈a, x〉 = c}. ただし, n ≥ 2で, a ∈ Rn − {0}, c ∈ R. なお, M をRnの超
平面という.

(2) M = {x ∈ Rn+1|‖x‖ = 1}. ただし, n ≥ 1. すなわち, M は n次元球面.

(3) M = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4|x1x4 − x2x3 = 1}.
なお, M は行列式が 1の 2次の実行列全体の集合と同一視することができる.

一般に, 行列式が 1の n次の実行列全体の集合を SL(n,R)などと表し, n次実特殊線形
群という. SL(n,R)は (n2 − 1)次元C∞級多様体となることが分かる.

(4) M = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4|x2
1 + x2

2 = x2
3 + x2

4 = 1}. なお, M をCliffordトーラスという.

2. 正則な n次実行列全体の集合をGL(n,R)などと表し, n次実一般線形群という. GL(n,R)は
n2次元C∞級多様体となることを示せ.

3. S1と S1の直積多様体を T 2と表し, 2次元トーラスという. T 2から T 2への写像 f を

f((x, y), (u, v)) = ((x,−y), (−u,−v)) (((x, y), (u, v)) ∈ T 2)

により定め, p, q ∈ T 2に対して p = qまたは p = f(q)のとき, p ∼ qと表すことにする. この
とき, ∼は T 2上の同値関係となることを示せ.

なお, 商集合 T 2/ ∼に同値類を対応させる自然な射影による商位相を考えることにすると,

T 2/ ∼は 2次元C∞級多様体となる. T 2/ ∼をKleinの壷という.

また, i = 1, 2, 3, . . . , kに対してnk次元Cr級多様体Mkがあたえられているとき, 直積多様体
M1 ×M2 ×M3 × · · · ×Mk が定められ, (n1 + n2 + n3 + · · · + nk)次元Cr級多様体となる.

特に, S1の n個の直積を T nと表し, n次元トーラスという.
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問題 15の解答
1. (1) Rnで定義されたC∞級関数 f を

f(x) = 〈a, x〉 − c (x ∈ Rn)

により定めると,

M = {x ∈ Rn|f(x) = 0}.

また,

f ′(x) = ta.

a 6= 0だから,

rankf ′(x) = 1.

よって, M は (n− 1)次元C∞級多様体.

(2) Rn+1で定義されたC∞級関数 f を

f(x) = ‖x‖2 − 1 (x ∈ Rn+1)

により定めると,

M = {x ∈ Rn+1|f(x) = 0}.

また,

f ′(x) = 2tx.

x ∈M のとき, x = 0となることはないから,

rankf ′(x) = 1.

よって, M は n次元C∞級多様体.

(3) R4で定義されたC∞級関数 f を

f(x) = x1x4 − x2x3 − 1 (x = (x1, x2, x3, x4) ∈ R4)

により定めると,

M = {x ∈ R4|f(x) = 0}.

また,

f ′(x) =


x4

−x3

−x2

x1

 .

x ∈M のとき,

x1 = x2 = x3 = x4 = 0

となることはないから,

rankf ′(x) = 1.

よって, M は 3次元C∞級多様体.

(4) R4で定義されたR2に値をとるC∞級関数 f を

f(x) = (x2
1 + x2

2 − 1, x2
3 + x2

4 − 1) (x = (x1, x2, x3, x4) ∈ R4)
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により定めると,

M = {x ∈ R4|f(x) = 0}.

また,

f ′(x) =


2x1 0

2x2 0

0 2x3

0 2x4

 .

x ∈M のとき, x1 6= 0または x2 6= 0で, 更に x3 6= 0または x4 6= 0だから,

rankf ′(x) = 2.

よって, M は 2次元C∞級多様体.

2. まず, Mn(R)を n次実行列全体の集合とする.

Mn(R)は自然に n2次元Euclid空間Rn2と同一視することができるから, n2次元C∞級多様
体である.

ここで, 行列式を対応させる関数はMn(R)で定義された連続関数で,

GL(n,R) = {X ∈Mn(R)||X| 6= 0}.

よって, GL(n,R)はMn(R)の開集合.

したがって, GL(n,R)はMn(R)の開部分多様体となるから, n2次元C∞級多様体である.

3. p, q, r ∈ T 2とする.

まず, p = pだから, p ∼ p.

次に, p ∼ qとすると, p = qまたは p = f(q).

p = qのとき, q ∼ p.

p = f(q)のとき,

f(p) = f(f(q))

= q.

よって, q ∼ p.

更に, p ∼ q, q ∼ rとすると, p = qまたは p = f(q)で, q = rまたは q = f(r).

p = q, q = rのとき, p = rだから, p ∼ r.

p = q, q = f(r)のとき, p = f(r)だから, p ∼ r.

p = f(q), q = rのとき, p = f(r)だから, p ∼ r.

p = f(q), q = f(r)のとき,

f(q) = f(f(r))

= r

だから, p = r.

よって, p ∼ r.

したがって, ∼は T 2上の同値関係.


