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§3. 行列の分割
行列  1 2 3

4 5 6

7 8 9


は例えば  1 2 3

4 5 6

7 8 9

 =

(
A11 A12

A21 A22

)

のようにブロックに分割することができる. ただし,

A11 =

(
1 2

4 5

)
, A12 =

(
3

6

)
, A21 = (7, 8), A22 = 9

である. 行列をこのように分割することにより, 計算が容易になる場合がある.

まず, 2つの同じ型の行列を同じように分割すれば, 和はブロック毎の和に帰着されることは明
らかであろう. すなわち, A,Bをともにm × n行列とし,

A =


A11 A12 · · · A1q

A21 A22 · · · A2q

...
...

. . .
...

Ap1 Ap2 · · · Apq

 , B =


B11 B12 · · · B1q

B21 B22 · · · B2q

...
...

. . .
...

Bp1 Bp2 · · · Bpq


と各AijとBijの行と列の数がそれぞれ等しくなるように分割しておくと,

A + B =


A11 + B11 A12 + B12 · · · A1q + B1q

A21 + B21 A22 + B22 · · · A2q + B2q

...
...

. . .
...

Ap1 + Bp1 Ap2 + Bp2 · · · Apq + Bpq


がなりたつ.

次に, 積について述べよう. Aを l × m行列, Bをm × n行列とし,

A =


A11 A12 · · · A1q

A21 A22 · · · A2q

...
...

. . .
...

Ap1 Ap2 · · · Apq

 , B =


B11 B12 · · · B1r

B21 B22 · · · B2r

...
...

. . .
...

Bq1 Bq2 · · · Bqr


と分割しておく. ただし, 各Aijの列とBjkの行の数は等しいとする. このとき, 積AijBjkが定
められ,

AB =


C11 C12 · · · C1r

C21 C22 · · · C2r

...
...

. . .
...

Cp1 Cp2 · · · Cpr

 , Cik =

q∑
j=1

AijBjk

がなりたつ.
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特に, Aを行ベクトル, Bを列ベクトルに分割した場合を考えよう. すなわち,

A =


a1

a2

...

al

 , ai = (ai1, ai2, . . . , aim), B = (b1, b2, . . . , bn), bk =


b1k

b2k

...

bmk


とする. このとき,

AB =


a1b1 a1b2 · · · a1bn

a2b1 a2b2 · · · a2bn

...
...

. . .
...

alb1 alb2 · · · albn

 = (Ab1, Ab2, . . . , Abn) =


a1B

a2B
...

alB


がなりたつ.

例 A1, B1をm次の正方行列, A2, B2を n次の正方行列とし, (m + n)次の正方行列A,Bを

A =

(
A1 O

O A2

)
, B =

(
B1 O

O B2

)

により定めると,

AB =

(
A1B1 O

O A2B2

)
, BA =

(
B1A1 O

O B2A2

)
.

特に, AとBが可換であることとA1とB1およびA2とB2がそれぞれ可換であることとは同値
である.

例 Aをm × n行列とすると,(
Em A

O En

)2

=

(
Em A

O En

)(
Em A

O En

)

=

(
Em 2A

O En

)
.

よって, (
Em A

O En

)3

=

(
Em A

O En

)2(
Em A

O En

)

=

(
Em 2A

O En

)(
Em A

O En

)

=

(
Em 3A

O En

)
.

更に, k = 0, 1, 2, . . . とすると, (
Em A

O En

)k

=

(
Em kA

O En

)
.
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連立 1次方程式は行列を用いて表すことができる. a11, a12, a13, . . . , amn, b1, b2, b3, . . . , bmを定数
とし, m個の方程式からなる n個の未知変数 x1, x2, x3, . . . , xnについての連立 1次方程式

a11x1 + a12x2 + a13x3 + · · · + a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + a23x3 + · · · + a2nxn = b2,

a31x1 + a32x2 + a33x3 + · · · + a3nxn = b3,
...

am1x1 + am2x2 + am3x3 + · · · + amnxn = bm

を考えよう. m × n行列A, n次の列ベクトル x, m次の列ベクトル bをそれぞれ

A = (aij), x =


x1

x2

x3

...

xn

 , b =


b1

b2

b3

...

bm


により定めると, 上の連立 1次方程式は

Ax = b (∗)

と表される. このとき, Aを係数行列という.

係数行列Aを
A = (a1, a2, a3, . . . , an)

と列ベクトルに分割しておくと, (∗)は

x1a1 + x2a2 + x3a3 + · · · + xnan = b

と表される. この式の左辺を a1, a2, a3, . . . , anの 1次結合という.

例 n次の列ベクトル e1, e2, . . . , enを

e1 =


1

0

0
...

0

 , e2 =


0

1

0
...

0

 , . . . , en =


0

0

0
...

1


により定める. すなわち, i = 1, 2, . . . , nに対して eiは (i, 1)成分が 1で, i 6= jのとき (j, 1)成分
が 0 の列ベクトルである. このとき, n次の単位行列Eは

E = (e1, e2, e3, . . . , en)

と分割することができる. また, 任意の n次の列ベクトルは e1, e2, e3, . . . , enの 1次結合で表さ
れる. 実際, 

x1

x2

x3

...

xn

 = x1e1 + x2e2 + x3e3 + · · · + xnen

である.
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問題 3

1. 3次の正方行列A,Bを行列

A11 =

(
1 2

4 5

)
, A12 =

(
3

6

)
, A21 = (7, 8), A22 = 9,

B11 =

(
0 1

1 0

)
, B12 =

(
0

1

)
, B21 = (0, 1), B22 = 0

を用いて,

A =

(
A11 A12

A21 A22

)
, B =

(
B11 B12

B21 B22

)
により定める. 上の分割を用いて積ABを計算せよ.

2. 4次の正方行列 I, J,Kを

I =


0 −1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 1 0

 , J =


0 0 −1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 −1 0 0

 , K =


0 0 0 −1

0 0 −1 0

0 1 0 0

1 0 0 0


により定める. I, J,Kを 2次の正方行列を用いて分割することにより, 積 I2, J2, K2, IJ, JI,

JK, KJ,KI, IKを計算せよ.

3. A12, A13, A22, A23, A33, B11, B12, B13, B23, B33, C11, C12, C13, C22, C23を n次の正方行列, Oを
n次の零行列とする. 3つの行列の積 O A12 A13

O A22 A23

O O A33


 B11 B12 B13

O O B23

O O B33


 C11 C12 C13

O C22 C23

O O O


を計算せよ.

4. a, bを相異なる数とし, (m + n)次の正方行列Aを

A =

(
aEm O

O bEn

)

により定める. Aと可換な (m + n)次の正方行列をすべて求めよ.
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問題 3の解答
1. まず,

A11B11 + A12B21 =

(
1 2

4 5

)(
0 1

1 0

)
+

(
3

6

)
(0, 1)

=

(
2 1

5 4

)
+

(
0 3

0 6

)

=

(
2 4

5 10

)
,

A11B12 + A12B22 =

(
1 2

4 5

)(
0

1

)
+

(
3

6

)
0

=

(
2

5

)
+

(
0

0

)

=

(
2

5

)
,

A21B11 + A22B21 = (7, 8)

(
0 1

1 0

)
+ 9(0, 1)

= (8, 7) + (0, 9)

= (8, 16),

A21B12 + A22B22 = (7, 8)

(
0

1

)
+ 9 · 0

= 8 + 0

= 8.

よって,

AB =

(
A11B11 + A12B21 A11B12 + A12B22

A21B11 + A22B21 A21B12 + A22B22

)

=

 2 4 2

5 10 5

8 16 8

 .

2. 2次の正方行列A,B, Cを

A =

(
0 −1

1 0

)
, B =

(
−1 0

0 1

)
, C =

(
0 −1

−1 0

)

により定めると,

A2 = −E, B2 = E, C2 = E,
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AB = C, BA = −C, BC = −A, CB = A, CA = B, AC = −B.

また,

I =

(
A O

O A

)
, J =

(
O B

−B O

)
, K =

(
O C

−C O

)
.

よって,

I2 = J2 = K2 = −E,

IJ = K, JI = −K, JK = I, KJ = −I, KI = J, IK = −J.

3. 直接計算すると, O A12 A13

O A22 A23

O O A33


 B11 B12 B13

O O B23

O O B33


 C11 C12 C13

O C22 C23

O O O


=

 O O A12B23 + A13B33

O O A22B23 + A23B33

O O A33B33


 C11 C12 C13

O C22 C23

O O O


= O3n,3n.

4. X11, X12, X21, X22をそれぞれm次の正方行列, m × n行列, n × m行列, n次の正方行列と
すると, (

aEm O

O bEn

)(
X11 X12

X21 X22

)
=

(
aX11 aX12

bX21 bX22

)
.

また, (
X11 X12

X21 X22

)(
aEm O

O bEn

)
=

(
aX11 bX12

aX21 bX22

)
.

よって, (
aEm O

O bEn

)(
X11 X12

X21 X22

)
=

(
X11 X12

X21 X22

)(
aEm O

O bEn

)

とすると,

aX12 = bX12, bX21 = aX21.

a 6= bだから, X12, X21は零行列.

したがって, Aと可換な (m + n)次の正方行列は(
X11 O

O X22

)
.

ただし, X11, X22はそれぞれ任意のm次および n次の正方行列.


