
２０１２年１１月１９日M現代数学特論（藤岡敦担当）授業資料 1

§8. 誘導接続
§7の後半において述べた曲線に沿う共変微分を一般化しよう.

M,N をC∞級多様体, f をM からN へのC∞級写像とする.

ここで, 各 p ∈ M に対して ξ(p) ∈ Tf(p)N が定められているとする. この対応を ξと表し, f に
沿うベクトル場という.

(V, ψ)を f(p) ∈ V となるN の座標近傍とし,

ψ = (y1, y2, y3, . . . , yn)

と表しておくと,

ξ(p) =
n∑

α=1

ξα(p)

(
∂

∂yα

)
f(p)

と表すことができる. 各 ξ1, ξ2, ξ3, . . . , ξnがC∞級関数のとき, ξはC∞級であるという.

以下では fに沿うC∞級のベクトル場を考え,これら全体の空間をXf (M,N)と表すことにする.

例 M,N をC∞級多様体, f をM からN へのC∞級写像とし, X ∈ X(M)とする.

各 p ∈M に対して (f∗X)(p) ∈ Tf(p)N を

(f∗X)(p) = (df)p(Xp)

により定める. このとき, f∗X ∈ Xf (M,N)となる.

また, Y ∈ X(N)とし, 各 p ∈M に対して (Y ◦ f)(p) ∈ Tf(p)N を

(Y ◦ f)(p) = Yf(p)

により定める. このとき, Y ◦ f ∈ Xf (M,N)となる.

写像の値域の多様体にアファイン接続があたえられていると, 写像に沿う共変微分を定めるこ
とができる. すなわち, 写像に沿うベクトル場を写像の定義域上のベクトル場で共変微分するこ
とができる.

定理 M,N をC∞級多様体, ∇をN のアファイン接続, f をM からN へのC∞級写像とする.

このとき, 任意の ξ ∈ Xf (M,N)と任意のX ∈ X(M)に対して∇f
Xξ ∈ Xf (M,N)を対応させる

写像
∇f : Xf (M,N) × X(M) → Xf (M,N)

で次の (1)～(5)をみたすものが一意的に存在する. ただし, ξ, ξ1, ξ2 ∈ Xf (M,N), X,X1, X2 ∈
X(M), λ ∈ C∞(M), Y ∈ X(N)である.

(1) ∇f
X1+X2

ξ = ∇f
X1
ξ + ∇f

X2
ξ.

(2) ∇f
λXξ = λ∇f

Xξ.

(3) ∇f
X(ξ1 + ξ2) = ∇f

Xξ1 + ∇f
Xξ2.

(4) ∇f
X(λξ) = (Xλ)ξ + λ∇f

Xξ.

(5) ∇f
X(Y ◦ f) = ∇f∗XY .

∇f を f による∇の誘導接続という.

なお, (2)より, 各 p ∈ M において∇fξは TpM から Tf(p)N への線形写像を定めることが分か
る. よって, v ∈ TpM に対して∇f

vξ ∈ Tf(p)N を定めることができる.
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次に, 写像に沿う共変微分を座標近傍を用いて表してみよう.

M をm次元 C∞級多様体, N を n次元 C∞級多様体, f をM からN への C∞級写像, ∇をN

のアファイン接続とする.

p ∈ M に対して, (U,ϕ)を p ∈ U となるM の座標近傍, (V, ψ)を f(p) ∈ V となるN の座標近
傍とし,

ϕ = (x1, x2, x3, . . . , xm), ψ = (y1, y2, y3, . . . , yn), f = (f1, f2, f3, . . . , fn)

と表しておく. また, Γγ
αβを (V, ψ)に関するChristoffelの記号とする.

ここで, X ∈ X(M), ξ ∈ Xf (M,N)とすると, X, ξはそれぞれ

X(p) =
m∑

i=1

Xi(p)

(
∂

∂xi

)
p

, ξ(p) =
n∑

α=1

ξα(p)

(
∂

∂yα

)
f(p)

と表すことができる.

よって, (1)～(4)より,

∇f
Xξ = ∇f

m
P

i=1
Xi

∂
∂xi

n∑
α=1

ξα

(
∂

∂yα

)
f(p)

=
m∑

i=1

n∑
α=1

Xi∇f
∂

∂xi

ξα

(
∂

∂yα

)
f(p)

=
m∑

i=1

n∑
α=1

Xi

(
∂ξα
∂xi

(
∂

∂yα

)
f(p)

+ ξα∇f
∂

∂xi

(
∂

∂yα

)
f(p)

)
.

ここで, (5)より,

∇f
∂

∂xi

(
∂

∂yα

)
f(p)

= ∇
f∗

“

∂
∂xi

”

p

∂

∂yα

= ∇ n
P

β=1

∂fβ
∂xi

„

∂
∂yβ

«

f(p)

∂

∂yα

=
n∑

β=1

∂fβ

∂xi

∇„

∂
∂yβ

«

f(p)

∂

∂yα

=
n∑

β=1

∂fβ

∂xi

n∑
γ=1

(
Γγ

βα ◦ f
)( ∂

∂yγ

)
f(p)

.

したがって,

∇f
Xξ =

m∑
i=1

n∑
γ=1

Xi

(
∂ξγ
∂xi

+
n∑

α,β=1

ξα
∂fβ

∂xi

(
Γγ

βα ◦ f
))( ∂

∂yγ

)
f(p)

. (∗)

M をC∞級多様体, (N, g)をC∞級Riemann多様体, f をM からN へのC∞級写像とし, 写像

gf : Xf (M,N) × Xf (M,N) → C∞(M)

を
gf (ξ, η)(p) = gf(p)(ξ(p), η(p)) (p ∈M)
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により定める. このとき, 次がなりたつ.

定理 ∇を gに関して計量的なN の接続とする. このとき, 任意のX ∈ X(M)と任意の ξ, η ∈
Xf (M,N)に対して

X (gf (ξ, η)) = gf

(
∇f

Xξ, η
)

+ gf

(
ξ,∇f

Xη
)
.

証明 上と同様に, 座標近傍を用いてX, ξ, ηをそれぞれ

X(p) =
m∑

i=1

Xi(p)

(
∂

∂xi

)
p

, ξ(p) =
n∑

α=1

ξα(p)

(
∂

∂yα

)
f(p)

, η(p) =
n∑

α=1

ηα(p)

(
∂

∂yα

)
f(p)

と表しておき, α, β = 1, 2, 3, . . . , nに対して

gαβ = g

(
∂

∂yα

,
∂

∂yβ

)
とおく.

∇は gに関して計量的だから, γ = 1, 2, 3, . . . , nとすると,

∂gαβ

∂yγ

=
n∑

δ=1

Γδ
γαgδβ +

n∑
δ=1

Γδ
γβgαδ.

よって,

X (gf (ξ, η)) =
m∑

i=1

Xi
∂

∂xi

gf

(
n∑

α=1

ξα

(
∂

∂yα

)
f(p)

,
n∑

β=1

ηβ

(
∂

∂yβ

)
f(p)

)

=
m∑

i=1

Xi
∂

∂xi

n∑
α,β=1

ξαηβ(gαβ ◦ f)

=
m∑

i=1

Xi

n∑
α,β=1

(
∂ξα
∂xi

ηβ(gαβ ◦ f) + ξα
∂ηβ

∂xi

(gαβ ◦ f) + ξαηβ

n∑
γ=1

∂gαβ

∂yγ

∂fγ

∂xi

)

=
m∑

i=1

Xi

n∑
α,β=1

{
∂ξα
∂xi

ηβ(gαβ ◦ f) + ξα
∂ηβ

∂xi

(gαβ ◦ f)

+ξαηβ

n∑
γ,δ=1

(
Γδ

γαgδβ + Γδ
γβgαδ

) ∂fγ

∂xi

}
.

更に, (∗)を用いて計算すればよい. �

また, T を∇の捩率とすると, 次がなりたつ.

定理 X, Y ∈ X(M)とすると,

∇f
Xf∗Y −∇f

Y f∗X − f∗[X, Y ] = T (f∗X, f∗Y ).

証明 座標近傍を用いて, 直接計算すればよい. �
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関連事項 8. アファインはめ込み
アファイン接続をもつ多様体の間の写像に関して, アファインはめ込みというものを考えるこ
とができる.

M をm次元 C∞級多様体, N を n次元 C∞級多様体, f をM からN へのはめ込みとする. た
だし, n > mであるとする.

更に, 各 p ∈M に対して直和分解

Tf(p)N = (df)p(TpM) ⊕Dp

があたえられているとする. ただし, pからDpへの対応はC∞級であるとする. すなわち, f(p)

を含む開近傍でC∞級のベクトル場 ξ1, ξ2, ξ3, . . . , ξn−m が存在し, pの近くの点 qにおいて{
(ξ1)f(q), (ξ2)f(q), (ξ3)f(q), . . . , (ξn−m)f(q)

}
はDqの基底となる.

ここで, ∇M ,∇N をそれぞれM,N の捩れのないアファイン接続とし, f による∇N の誘導接続
を∇N,f と表すことにする. 上の直和分解を用いて, 任意のX, Y ∈ X(M)に対して

∇N,f
Y (f∗X) = f∗

(
∇M

Y X
)

+ α(X, Y )

と表されるとき, f をアファインはめ込みという.

なお, ∇M ,∇N はともに捩れがないから, α(X, Y )はX,Y に関して対称である. 実際, ∇M の捩
れがないから

∇M
X Y −∇M

Y X = [X, Y ],

∇N の捩れがないから
∇N,f

X f∗Y −∇N,f
Y f∗X = f∗[X, Y ]

で,

α(X, Y ) − α(Y,X) = ∇N,f
Y (f∗X) − f∗

(
∇M

Y X
)
−
(
∇N,f

X (f∗Y ) − f∗
(
∇M

X Y
))

= −f∗[X,Y ] + f∗[X, Y ]

= 0

となるからである. αをアファイン基本形式という.

NがRiemann多様体のときは, Riemann計量を用いて上のような直和分解を定めることができ
る. すなわち, gをN のRiemann計量とするとき,

Dp = {w ∈ Tf(p)N |任意の v ∈ TpM に対して gf(p) (w, (df)p(v)) = 0}

とおくのである. このときの αは第二基本形式という. §6において扱ったことを思い出そう.

Mにアファイン接続があたえられていなくても, Nにアファイン接続があたえられていれば, 上
のような性質をもつM のアファイン接続を定めることができる. この接続をアファインはめ込
みによる誘導接続という.


