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§15. 主ファイバー束の接続
主ファイバー束の接続について述べる前に, ベクトル束の接続について再び考えてみよう.

M をC∞級多様体, EをM 上の階数 rのベクトル束, ∇をE の接続とする.

Eは局所的にはM の開集合 U を用いて U × Rrと表されるから, U 上で 1次独立な Eの切断
e1, e2, e3, . . . , erが存在する. よって, ξ ∈ Γ(E)とすると, ξは U 上では

ξ =
r∑

i=1

ξiei

と一意的に表すことができる. ただし, ξ1, ξ2, ξ3, . . . , ξrは U で定義されたC∞級関数である.

また, Eの切断の共変微分はEに値をとる 1次微分形式となるから, i = 1, 2, 3, . . . , rとすると,

∇ei =
r∑

j=1

ωj
i ⊗ ej

と表すことができる. ただし, ωj
i は U で定義されたC∞級 1次微分形式である.

このとき,

∇ξ =
r∑

i=1

∇(ξiei)

=
r∑

i=1

(dξi ⊗ ei + ξi∇ei)

=
r∑

i=1

(
dξi ⊗ ei + ξi

r∑
j=1

ωj
i ⊗ ej

)

=
r∑

i=1

(
dξi +

r∑
j=1

ωi
jξj

)
⊗ ei.

したがって, ∇は局所的には e1, e2, e3, . . . , erと (ωj
i )i,j=1,2,...,rにより定まる. 組 {e1, e2, e3, . . . , er}

をEの局所標構, (ωj
i )i,j=1,2,...,r を∇の接続形式という.

{ẽ1, ẽ2, ẽ3, . . . , ẽr}を U で定義されたもう 1つの局所標構とし, (ω̃j
i )i,j=1,2,...,rを対応する接続形

式とする. 2つの接続形式の関係を調べてみよう.

まず, U で定義されたC∞級関数 aijが存在し,

ẽi =
r∑

j=1

ajiej

と表すことができる.

このとき, 上の計算より,

∇ẽi =
r∑

k=1

(
daki +

r∑
j=1

ωk
j aji

)
⊗ ek.

一方, 接続形式の定義より,

∇ẽi =
r∑

j=1

ω̃j
i ⊗ ẽj

=
r∑

j,k=1

ω̃j
i akj ⊗ ek.
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よって,
r∑

j=1

ω̃j
i akj = daki +

r∑
j=1

ωk
j aji.

更に,

a = (aij), ω = (ωi
j), ω̃ = (ω̃i

j)

とおくと,

aω̃ = da + ωa.

aはGL(r,R)に値をとるから, a−1が存在し,

ω̃ = a−1da + a−1ωa. (∗)

ω, ω̃も接続形式という.

ここで, {ϕαβ}をM の開被覆 {Uα}α∈Aに対する変換関数とし, α, β ∈ A, Uα ∩ Uβ 6= ∅とする.

Uα, Uβ 上で Eはそれぞれ写像 ϕα, ϕβ により Uα × Rr, Uβ × Rrと表され, 各 p ∈ Uα ∩ Uβ に対
して

ϕαβ(p) = ϕα(p) ◦ ϕβ(p)−1

である.

ϕα, ϕβを用いてRrの標準基底に対応する局所標構をそれぞれ
{

e
(α)
1 , e

(α)
2 , e

(α)
3 , . . . , e

(α)
r

}
,
{

e
(β)
1 ,

e
(β)
2 , e

(β)
3 , . . . , e

(β)
r

}
とする.

このとき, Uα ∩ Uβ上で(
e
(β)
1 , e

(β)
2 , e

(β)
3 , . . . , e(β)

r

)
=
(
e
(α)
1 , e

(α)
2 , e

(α)
3 , . . . , e(α)

r

)
ϕαβ

がなりたつ.

更に, これらの局所標構に対する接続形式をそれぞれ ωα, ωβ とすると, (∗)において

a = ϕαβ, ω̃ = ωβ, ω = ωα

とおくことにより,

ωβ = ϕ−1
αβdϕαβ + ϕ−1

αβωαϕαβ (∗∗)

を得る.

逆に, 各 Uα上で 1次微分形式を成分とする r次の行列 ωα があたえられ, Uα ∩ Uβ 6= ∅となる
α, β ∈ A に対しては (∗∗)がなりたっているとする. このとき, Eに対して各Uα上で接続形式を
ωαとする接続が一意的に存在することが分かる. すなわち, ベクトル束の接続は線形写像∇を
用いなくとも, 接続形式を用いて定義することができるのである. また, 接続形式 ωαはMr(R)

に値をとる 1次微分形式で, Mr(R)はGL(r,R)の Lie環であることにも注意しよう.

では, 上で述べたことを元に主ファイバー束の接続を定義しよう.

MをC∞級多様体, Pを構造群をGとするM上の主ファイバー束, {ϕαβ}をMの開被覆{Uα}α∈A

に対する変換関数とする. gをGの Lie環とし, 簡単のため, Gは線形 Lie群とする.

各Uαに対して gに値をとるC∞級 1次微分形式 ωαがあたえられ, Uα ∩Uβ 6= ∅となるα, β ∈ A

に対しては (∗∗)がなりたっているとする.

このとき, {ωα}α∈Aから P 上の gに値をとる 1次微分形式を構成することができる.

各 Uα上で P を局所的に Uα × Gと表しておく.
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Uα × G上の gに値をとる 1次微分形式 ω̃αを

(ω̃α)(p,a) = a−1da + a−1ωαa ((p, a) ∈ Uα × G)

により定める.

ここで, α, β ∈ A, Uα ∩ Uβ 6= ∅とし, (p, a) ∈ Uα × Gおよび (p, b) ∈ Uβ × Gが P の同じ点を表
しているとすると, Uα ∩ Uβ上で

ω̃β = b−1db + b−1ωβb

= (ϕβαa)−1d(ϕβαa) + (ϕβαa)−1ωβϕβαa

= a−1ϕ−1
βα {(dϕβα)a + ϕβαda} + a−1ϕ−1

βαωβϕβαa

= a−1ωαa + a−1da

= ω̃α.

よって, {ω̃α}α∈Aは P 上の gに値をとる 1次微分形式を定める. これを ωと表し, 接続形式と
いう.

ωの性質について述べよう.

まず, Gは P の上に右から作用するのであった. a ∈ Gに対してこの作用が定める P から P 自
身への写像をRaと表す.

次に, A ∈ gに対してA∗ ∈ X(P )を

A∗
u =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

u exp(tA) (u ∈ P )

により定める. A∗をAに対する基本ベクトル場という.

定理 ωは次の (1), (2) をみたす.

(1) 任意の a ∈ Gに対してR∗
aω = a−1ωa.

(2) 任意のA ∈ gに対して ω(A∗) = A.

証明 (1): 接続形式の定義より, 明らか.

(2): a ∈ Gとする.

まず, 各 α ∈ Aに対して ωαは Uα上の 1次微分形式で, A∗はファイバーに沿うベクトル場だ
から,

a−1ωα(A∗)a = 0.

また,

a−1 d

dt

∣∣∣∣
t=0

a exp(tA) = A.

よって,

ω(A∗) = A.

�

逆に,上の定理の (1), (2)をみたすP 上の gに値をとる 1次微分形式から, (∗∗)をみたす {ωα}α∈A

を構成することができる. よって, 接続形式 ωは P の接続を定める.
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関連事項 15. Maurer-Cartan形式
Lie群に対してはその Lie環に値をとる 1次微分形式として, Maurer-Cartan形式という基本的
なものを定義することができる.

Gを Lie群, gをGの Lie環とする.

g ∈ GおよびX ∈ TgGに対して単位元 eにおける接ベクトル ω(X) ∈ TeGを

ω(X) = (dLg−1)g(X)

により定める. ただし, Lg−1 は g−1による左移動である. このとき, ωはG上の gに値をとる 1

次微分形式となり, 任意の g ∈ Gに対して

L∗
gω = ω

がなりたつ. すなわち, ωは左不変である. また, X ∈ TeGのときは

ω(X) = X

である. この ωがMaurer-Cartan形式である.

G = GL(r,R)のとき, GL(r,R)上のMr(R)に値をとる 1次微分形式として a−1daを考えるこ
とができるが, これは左不変である. 実際, g ∈ GL(r,R)とすると,

(ga)−1d(ga) = a−1g−1gda

= a−1da

となるからである. 更に, X ∈ Mr(R)を単位行列における接ベクトルとすると,

(a−1da)(X) = X

であるから, a−1daはGL(r,R)のMaurer-Cartan形式に他ならない.

Lie環に値をとる微分形式に対しても外微分を考えることができる. このとき, Maurer-Cartan

形式 ωは
dω +

1

2
[ω ∧ ω] = 0

をみたすことが分かる. これをGの構造方程式という.

ここで, M をC∞級多様体とし, M 上の主ファイバー束として直積多様体M × Gを考えよう.

M の開被覆としてM 自身のみを考えると, Maurer-Cartan形式はM × G上の自明な接続形式
を定める. すなわち, 主ファイバー束の接続形式はLie群のMaurer-Cartan形式の一般化とみな
すことができるのである.

では, Lie群の構造方程式はどのように一般化されるのであろうか.

P を構造群をGとする主ファイバー束, ωをP の接続形式とし, P 上の gに値をとる 2次微分形
式Ωを

Ω = dω +
1

2
[ω ∧ ω]

により定める. このとき, Ωは一般には 0とはならない. Ωを P の曲率形式といい, 上の式を接
続の構造方程式という


