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§1. 位相空間
多様体は位相空間に対して定義されるものである. ここでは位相空間に関する基本的事項につ
いて述べよう.

定義 Xを空でない集合とする. Xの部分集合系Oが次の (1)～(3)をみたすとき, Oを位相と
いう. また, 組 (X, O)または単にXを位相空間という.

(1) X, ∅ ∈ O.

(2) O1, O2, . . . , Ok ∈ Oならば, O1 ∩ O2 ∩ · · · ∩ Ok ∈ O.

(3) (Oλ)λ∈ΛをOの元からなる集合族とすると,
∪

λ∈Λ

Oλ ∈ O.

位相空間 (X, O)に対してOの元をXの開集合という. このとき, OをXの開集合系ともいう.

例 (距離空間)

(X, d)を距離空間とする. すなわち, Xは空でない集合, dはX ×Xで定義された実数値関数で,

次の (1)～(3)をみたすとする.

(1) 任意の x, y ∈ Xに対して d(x, y) ≥ 0で, d(x, y) = 0となるのは x = yのときのみ.

(2) x, y ∈ Xとすると, d(x, y) = d(y, x).

(3) x, y, z ∈ Xとすると, d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (三角不等式).

このとき, 距離 dを用いることにより, Xの開集合を定めることができる.

更に, OをXの開集合全体からなるXの部分集合系とすると, (X, O)は位相空間となる.

例えば, dをRnの Euclid距離とすると, (Rn, d)は距離空間となる.

例 Xを 1つの元 pのみからなる集合とする.

このとき, Xに対して考えることのできる位相は {∅, X}のみである.

Xを 2つの元 p, qからなる集合とし, Xの部分集合系O1,O2,O3, O4を

O1 = {∅, X}, O2 = {∅, {p}, X}, O3 = {∅, {q}, X}, O4 = {∅, {p}, {q}, X}

により定める.

このとき, Xに対して考えることのできる位相はO1～O4の 4つである.

なお, 有限集合に対して考えることのできる位相の個数を簡単に表す式は知られていない.

例 (密着空間)

Xを空でない集合とすると, Xの部分集合系 {∅, X}はXの位相を定める. この位相を密着位相
という. 密着位相を考えた位相空間を密着空間という.

Xが 2つ以上の元を含むならば, Xの密着位相は距離から定まる位相とはなりえないことが分
かる. このようなとき, 位相空間は距離付け可能でないという.

例 (離散空間)

Xを空でない集合とすると, Xの巾集合, すなわちXの部分集合全体からなる部分集合系はX

の位相を定める. この位相を離散位相という. 離散位相を考えた位相空間を離散空間という.

ここで, (x, y) ∈ X × Xとし, X × Xで定義された実数値関数 dを

d(x, y) =

{
1 (x 6= y),

0 (x = y)
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により定めると, (X, d)は距離空間となる.

更に, Xの 1点からなる部分集合は dに関して開集合となるから, dは離散位相を定める.

よって, 離散空間は距離付け可能である.

(X, O)を位相空間とする. Xを全体集合とし, Xの部分集合系Aを

A = {A ⊂ X|Ac ∈ O}

により定める. Aの元をXの閉集合という. また, AをXの閉集合系という.

定理 Aを位相空間 (X, O)の閉集合系とすると, 次の (1)～(3)がなりたつ.

(1) X, ∅ ∈ A.

(2) A1, A2, . . . , Ak ∈ Aならば, A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Ak ∈ A.

(3) (Aλ)λ∈ΛをAの元からなる集合族とすると,
∩

λ∈Λ

Aλ ∈ A.

(X, O)を位相空間, M をXの部分集合とし,

M i =
∪

{O ⊂ M |OはXの開集合 }

とおく. M iをM の内部という. 内部および位相の定義より, M iはX の開集合である. M iの
点をM の内点という.

次に, N をX の部分集合とし, a ∈ X とする. aがN の内点となるとき, N を aの近傍という.

特に, aを含む開集合は aの近傍である.

近傍を用いると, 開集合は次のように特徴付けることができる.

定理 (X, O)を位相空間, OをXの空でない部分集合とする. Oが開集合であるための必要十
分条件は任意の x ∈ Oに対してOが xの近傍であること.

位相空間から位相空間への写像の連続性は次のように定める.

定義 (X1,O1), (X2,O2)を位相空間, f をX1からX2への写像とし, x ∈ X1とする.

f(x)の任意の近傍N に対して f−1(N)が xの近傍となるとき, f は xで連続であるという.

また, f は任意の x ∈ X1で連続なとき, X1で連続であるという.

写像の連続性に関して, 次がなりたつ.

定理 (X1,O1), (X2,O2)を位相空間, f をX1からX2への写像とすると, 次の (1)～(3)は同値.

(1) 任意の x ∈ X1に対して f は xで連続.

(2) X2の任意の開集合Oに対して f−1(O)はX1の開集合,

すなわち任意のO ∈ O2に対して f−1(O) ∈ O1.

(3) X2の任意の閉集合Aに対して f−1(A)はX1の閉集合.

上の定理より, 位相空間 (X1,O1)から位相空間 (X2,O2) への写像 f が連続であることの定義は
上の定理の (1)～(3)のどれを用いてもよい.

例 (X1, O1)を離散空間, (X2,O2)を位相空間, f をX1からX2への写像とする.

O ∈ O2とすると, f−1(O)はX1の部分集合である.

離散位相の定義より, f−1(O) ∈ O1.

よって, f は連続.

すなわち, 離散空間から任意の位相空間への写像は連続である.



§1. 位相空間 3

例 (X1, O1)を位相空間, (X2,O2)を密着空間, f をX1からX2への写像とする.

密着位相の定義より,

O2 = {∅, X2}.

ここで,

f−1(∅) = ∅, f−1(X2) = X1.

位相の定義より,

∅, X1 ∈ O1.

よって, f は連続.

すなわち, 任意の位相空間から密着空間への写像は連続である.

例 (定値写像)

(X1, O1), (X2, O2)を位相空間とし, y0 ∈ X2を固定しておく.

X1からX2への写像 f を
f(x) = y0 (x ∈ X1)

により定める. すなわち, f は定値写像である.

このとき, f は連続となることが分かる.

すなわち, 定値写像は連続である.

例 (合成写像)

(X1, O1), (X2, O2), (X3, O3) を位相空間, f をX1からX2への連続写像, gをX2からX3への連
続写像とする.

このとき, 合成写像 g ◦ f はX1からX3への連続写像となることが分かる.

すなわち, 連続写像の合成は連続である.

多様体を定義する際に現れる位相空間に対しては, 奇妙な例を除外するために第 2分離公理ま
たはHausdorffの公理という分離公理をしばしば仮定する.

定義 (X, O)を位相空間とする. 異なる任意の x, y ∈ Xに対して互いに交わらない xの近傍お
よび yの近傍が存在するとき, XはHausdorffであるという.

例 (X, d)を距離空間, x, y ∈ Xを異なる 2点とする.

このとき,

d(x, y) > 0

だから, rを
0 < r <

1

2
d(x, y)

をみたすように選んでおくことができる.

ここで, xの近傍 U および yの近傍 V を

U = {z ∈ X|d(x, z) < r}, V = {z ∈ X|d(y, z) < r}

により定める.

このとき, 三角不等式より, U と V は互いに交わらないことが分かるから, (X, d)はHausdorff.

すなわち, 距離空間はHausdorff空間である.

例 Xを 2つ以上の元を含む密着空間とする.

このとき, XはHausdorffではない.
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問題 1

1.閉区間 [a, b]で定義された実数値連続関数全体の集合をC[a, b]と表すことにする. f, g ∈ C[a, b]

に対して
d(f, g) =

∫ b

a

|f(x) − g(x)|dx

とおく. このとき, d(f, g) ≥ 0で, d(f, g) = 0となるのは f = gのときのみである.

(1) d(f, g) = d(g, f)がなりたつことを示せ.

(2) dは三角不等式をみたすことを示せ. 特に, (C[a, b], d)は距離空間となる.

2. (X, O)を位相空間とし, Rに対してはEuclid距離から定まる通常の位相を考える. Xで定義
された実数値連続関数, すなわちXからRへの写像で連続なものをX上の実連続関数とい
う. X上の実連続関数全体の集合をC(X)と表すことにする.

f, g ∈ C(X), c ∈ R, x ∈ Xとすると, Xで定義された実数値関数 f + g, cf をそれぞれ

(f + g)(x) = f(x) + g(x), (cf)(x) = cf(x)

により定めることができる. このとき, f + g, cf ∈ C(X) となることが分かる.

(1) f, g ∈ C(X)に対してXで定義された実数値関数 f − gを

(f − g)(x) = f(x) − g(x) (x ∈ X)

により定める. f − g ∈ C(X)であることを示せ.

(2) f, g ∈ C(X)ならば, Xの部分集合

{x ∈ X|f(x) = g(x)}

は閉集合であることを示せ.

(3) f, g ∈ C(X)ならば, Xの部分集合

{x ∈ X|f(x) ≤ g(x)}

は閉集合であることを示せ.

(4) f, g ∈ C(X)ならば, Xの部分集合

{x ∈ X|f(x) < g(x)}

は開集合であることを示せ.

3. XをHausdorff空間とする. x ∈ Xとすると, Xの部分集合 {x}は閉集合であることを示せ.

4. (X1, O1)を位相空間, (X2,O2)をHausdorff空間, f, gをX1からX2への連続写像とする. こ
のとき, X1の部分集合

{x ∈ X1|f(x) = g(x)}

は閉集合であることを示せ.
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問題 1の解答
1. (1) dの定義と絶対値の性質より,

d(f, g) =

∫ b

a

|f(x) − g(x)|dx

=

∫ b

a

|g(x) − f(x)|dx

= d(g, f).

(2) f, g, h ∈ C[a, b], x ∈ [a, b]とする.

絶対値に対する三角不等式より,

|f(x) − h(x)| = |(f(x) − g(x)) + (g(x) − h(x))|
≤ |f(x) − g(x)| + |g(x) − h(x)|.

よって,

d(f, h) =

∫ b

a

|f(x) − h(x)|dx

≤
∫ b

a

|f(x) − g(x)|dx +

∫ b

a

|g(x) − h(x)|dx

= d(f, g) + d(g, h).

したがって, dは三角不等式をみたす.

2. (1) f, (−1)g ∈ C(X)だから,

f − g = f + (−1)g ∈ C(X).

(2) まず,

{x ∈ X|f(x) = g(x)} = {x ∈ X|f(x) − g(x) = 0}
= (f − g)−1({0}).

{0}はRの閉集合だから, (1)より上の集合はXの閉集合.

(3) まず,

{x ∈ X|f(x) ≤ g(x)} = {x ∈ X|f(x) − g(x) ≤ 0}
= (f − g)−1((−∞, 0]).

(−∞, 0]はRの閉集合だから, (1)より上の集合はXの閉集合.

(4) まず,

{x ∈ X|f(x) < g(x)} = {x ∈ X|f(x) − g(x) < 0}
= (f − g)−1((−∞, 0)).

(−∞, 0)はRの開集合だから, (1)より上の集合はXの開集合.

3. X = {x}のときは明らかだから, X ) {x}としてよい.
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y ∈ Xを xと異なる点とする.

XはHausdorffだから, xと交わらない yの近傍が存在する.

よって, yはX \ {x}の内点となるから, X \ {x}は開集合.

したがって, {x}は閉集合.

4. 題意の部分集合をAとおく.

Acが開集合であることを示せばよい.

x ∈ Acとすると,

f(x) 6= g(x).

X2はHausdorffだから, 互いに交わらない f(x)の近傍 U および g(x)の近傍 V が存在する.

f, gは連続だから, f−1(U) ∩ g−1(V )は xの近傍で,

f−1(U) ∩ g−1(V ) ⊂ Ac.

よって, xはAcの内点.

したがって, Acは開集合.


