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§8. Bernsteinの定理
2つの集合の濃度が等しいことを示すために, 具体的に全単射を構成することは必ずしも易しい
ことではないが, 次に述べるBernsteinの定理が有効な場合がある.

Bernsteinの定理 A, Bを集合とする. AからBおよびBからAへの単射が存在するならば,

A ∼ B.

証明 f をAからBへの単射, gをBからAへの単射とする.

b ∈ Bに対して b = f(a)となる a ∈ Aが存在するとき, b 7→aと表すことにする.

f は単射だから, このような aは存在するならば一意的.

同様に, a ∈ Aに対して a = g(b)となる b ∈ Bが存在するとき, a 7→bと表す.

このとき, Aの部分集合A∞, AA, ABおよびBの部分集合B∞, BA, BBを

A∞ = {a ∈ A|a 7→b1 7→a1 7→b2 7→a2 7→· · · },

AA =

{
a ∈ A

∣∣∣∣a = a1 7→b1 7→· · · 7→bn−1 7→an で,

an = g(bn)となるbn ∈ Bは存在しない

}
,

AB =

{
a ∈ A

∣∣∣∣a 7→b1 7→a1 7→· · · 7→an−1 7→bn で,

bn = f(an)となるan ∈ Aは存在しない

}
,

B∞ = {b ∈ B|b 7→a1 7→b1 7→a2 7→b2 7→· · · },

BA =

{
b ∈ B

∣∣∣∣b 7→a1 7→b1 7→· · · 7→bn−1 7→an で,

an = g(bn)となる bn ∈ Bは存在しない

}
,

BB =

{
b ∈ B

∣∣∣∣b = b1 7→a1 7→· · · 7→an−1 7→bn で,

bn = f(an)となるan ∈ Aは存在しない

}
により定める.

このとき,

A = A∞ ∪ AA ∪ AB, B = B∞ ∪ BA ∪ BB,

f(A∞) = B∞, f(AA) = BA, g(BB) = AB

で, A∞, AA, ABおよびB∞, BA, BBはそれぞれ互いに交わらない.

f, gは単射だから, f はA∞からB∞およびAAからBAへの全単射, gはBBからABへの全単
射を定める.

よって, AからBへの写像 hを

h(x) =

{
f(x) (x ∈ A∞ ∪ AA),

g−1(x) (x ∈ AB)

により定めると, hは全単射.

したがって, A ∼ B. �

例 まず, [0, 1]からRへの包含写像は単射である.

次に, §5において示したように, Rから開区間 (0, 1)への全単射が存在する. この写像と (0, 1)

から [0, 1]への包含写像の合成写像はRから [0, 1]への単射となる.

よって, Bernsteinの定理より, R ∼ [0, 1].

例 a, b ∈ (0, 1]を 10進法により

a = 0.a1a2a3 . . . , b = 0.b1b2b3 . . .
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と無限小数に展開しておく.

ここで,

c = 0.a1b1a2b2a3b3 . . .

とおくと, c ∈ (0, 1].

この対応は (0, 1] × (0, 1]から (0, 1]への単射を定める.

一方, x ∈ (0, 1]に (x, x) ∈ (0, 1] × (0, 1]を対応させると, これは (0, 1]から (0, 1] × (0, 1]への単
射を定める.

よって, Bernsteinの定理より, (0, 1] × (0, 1] ∼ (0, 1].

R ∼ (0, 1]だから, R × R ∼ R.

上の例において, 組 (a, b)から cへの対応は単射を定めるが, 全射とはならない.

なぜならば, 例えば
c = 0.11010101 . . .

に対応する (a, b)は存在しないからである.

(0, 1] × (0, 1]から (0, 1]への全単射は次に述べるKőnigの記法を用いて定めることができる.

例 (Kőnigの記法)

x ∈ (0, 1]を 10進法により
x = 0.x1x2x3 . . .

と無限小数に展開しておく.

x1, x2, x3, . . . の中で 0と異なるものを順に選び

xn(1), xn(2), xn(3), . . . (n(1) < n(2) < n(3) < · · · )

とする.

ここで,

x̄k+1 = xn(k)+1xn(k)+2 · · · xn(k+1) (k = 0, 1, 2, . . . , n(0) = 0)

とおくと,

x = 0.x̄1x̄2x̄3 . . .

と表される. これがKőnigの記法である.

例えば,

x = 0.00908706005 . . .

のときは
x̄1 = 009, x̄2 = 08, x̄3 = 7, x̄4 = 06, x̄5 = 005, . . .

である.

Kőnigの記法を用いて, a, b ∈ (0, 1]を

a = 0.ā1ā2ā3 . . . , b = 0.b̄1b̄2b̄3 . . .

と表しておき,

c = 0.ā1b̄1ā2b̄2ā3b̄3 . . .

とおくと, c ∈ (0, 1].

この対応は (0, 1] × (0, 1]から (0, 1]への全単射を定める.

更に, 2つの集合の濃度を比較することを考えよう.
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A,Bを集合とする. AからBへの単射は存在するがA 6∼ Bのとき, AはBより濃度が小さい,

またはBはAより濃度が大きいという.

例 Aを集合とし, Aから 2Aへの写像 f を

f(a) = {a} (a ∈ A)

により定めると, f は単射.

一方, Cantorの定理より, Aから 2Aへの全単射は存在しないから, A 6∼ 2A.

よって, 2AはAより濃度が大きい.

例 2Nの部分集合 P1, P2, P3を

P1 = {A ∈ 2N|Aは有限集合 }, P2 = {A ∈ 2N|N \ Aは有限集合 }, P3 = 2N \ (P1 ∪ P2)

により定める.

このとき,

2N = P1 ∪ P2 ∪ P3

で, P1, P2, P3は互いに交わらない.

まず, P1からNへの写像 f を

f(A) = 1 +
∞∑

n=1

2n−1 · χA(n) (A ∈ P1)

により定める. ただし, χAは問題 7においても現れたAの定義関数である.

このとき, f は全単射となるから, P1は可算集合.

次に, P2から P1への写像 gを
g(A) = N \ A (A ∈ P2)

により定める.

このとき, gは全単射となるから, P2は可算集合.

更に, P1, P2は可算集合だから, P1 ∪ P2も可算集合.

よって,

2N ∼ P1 ∪ P2 ∪ P3

∼ P2 ∪ P3.

ここで, P2 ∪ P3はNの無限部分集合全体.

P2 ∪ P3から区間 (0, 1]への写像 hを

h(A) =
∞∑

n=1

2−n · χA(n) (A ∈ P2 ∪ P3)

により定める.

このとき, hは全単射となるから,

P2 ∪ P3 ∼ (0, 1]

∼ R.

したがって, 2N ∼ R.
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問題 8

1. A1, A2, A3を集合とする. A1 ⊂ A2 ⊂ A3かつA1 ∼ A3ならば, A1 ∼ A2かつA2 ∼ A3である
ことを示せ.

2. 集合Aから集合Bへの写像全体の集合を F (A,B)と表すことにする.

(1) A,B, A′, B′を集合とする. A ∼ A′かつB ∼ B′ならば,

F (A, B) ∼ F (A′, B′)

がなりたつことを示せ.

(2) A,B, Cを集合とすると,

F (A × B, C) ∼ F (A,F (B, C))

がなりたつことを示せ.

(3) F (N,N) ∼ Rを示せ.

(4) F (R,R) ∼ 2Rを示せ.

3. Rで定義された実数値連続関数全体の集合をC(R) と表すことにする. C(R) ∼ Rを示せ.

4. 無理数全体の集合とRは濃度が等しいことを示せ.
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問題 8の解答
1. ι1, ι2をそれぞれA1からA2およびA2からA3 への包含写像とする.

A1 ∼ A3だから, A3からA1への全単射 f が存在する.

まず, ι1はA1からA2への単射.

また, 合成写像 f ◦ ι2はA2からA1への単射.

よって, Bernsteinの定理より, A1 ∼ A2.

次に, ι2はA2からA3への単射.

また, 合成写像 ι1 ◦ f はA3からA2への単射.

よって, Bernsteinの定理より, A2 ∼ A3.

2. (1) A ∼ A′かつB ∼ B′だから, AからA′およびBからB′への全単射 f, gが存在する.

F (A,B)から F (A′, B′)への写像Φを

(Φ(h))(a′) = (g ◦ h ◦ f−1)(a′) (h ∈ F (A,B), a′ ∈ A′)

により定める.

このとき, Φは全単射となるから,

F (A,B) ∼ F (A′, B′).

(2) f ∈ F (A × B,C)および a ∈ Aに対して

fa(b) = f(a, b) (b ∈ B)

とおくと, fa ∈ F (B,C)となる.

ここで, F (A × B, C)から F (A, F (B, C))への写像Ψを

(Ψ(f))(a) = fa (a ∈ A)

により定める.

このとき, Ψは全単射となるから,

F (A × B,C) ∼ F (A,F (B, C)).

(3) まず, 自然に
F (N, {0, 1}) ⊂ F (N,N) ⊂ F (N,R)

とみなすことができる.

ここで,

F (N, {0, 1}) ∼ 2N

∼ R.

また, (1), (2)より,

F (N,R) ∼ F (N, F (N, {0, 1}))
∼ F (N × N, {0, 1})
∼ F (N, {0, 1})
∼ R.
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よって, F (N,N) ∼ R.

(4) (1), (2)より,

F (R,R) ∼ F (R, F (N, {0, 1}))
∼ F (R × N, {0, 1})
∼ F (R, {0, 1})
∼ 2R.

よって, F (R,R) ∼ 2R.

3. f, g ∈ C(R)とする.

f, gは連続だから, 任意の x ∈ Qに対して f(x) = g(x)ならば, f = g.

よって, 定義域をQに制限することにより, C(R)から F (Q,R)への単射を定めることがで
きる.

ここで,

F (Q,R) ∼ F (N, 2N)

∼ F (N, F (N, {0, 1}))
∼ F (N × N, {0, 1})
∼ F (N, {0, 1})
∼ R.

したがって, C(R)からRへの単射が存在する.

一方, 定数関数を考えると, RからC(R)への単射が存在する.

したがって, Bernsteinの定理より, C(R) ∼ R.

4. QからRへの包含写像は単射.

また, Qは可算集合で, R は可算集合でないから, RはQより濃度が大きい.

よって, x0 ∈ R \ Qが存在する.

ここで, Rの部分集合A,Bを

A = {rx0|r ∈ Q \ {0}}, B = R \ (Q ∪ A)

により定める.

このとき,

R = Q ∪ A ∪ B

で, Q, A, Bは互いに交わらない.

更に, Q, Aは可算集合だから, Q ∪ Aも可算集合.

よって,

R ∼ Q ∪ A ∪ B

∼ A ∪ B.

ここで, A ∪ Bは無理数全体の集合.

したがって, 無理数全体の集合とRは濃度が等しい.


