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§9. 2項関係
数学では 1つの集合に含まれる 2つの元がある関係をみたすかみたさないかを問題にすること
が多く, このような関係を一般に 2項関係という. 中でも同値関係と順序関係が重要である.

Aを集合とし, A × Aの任意の元に対して, みたすかみたさないかを判定できる規則Rがあた
えられているとする. このとき, RをA上の 2項関係という. (a, b) ∈ A×AがRをみたすとき,

aRbと表すことにする.

A上の 2項関係Rに対してA × Aの部分集合G(R)を

G(R) = {(a, b) ∈ A × A|aRb}

により定める. G(R)をRのグラフという.

RはG(R)と同一視することができる. よって, A × Aの部分集合をあたえることにより, それ
をグラフとする 2項関係を定めることができる.

2項関係に関して次の 4つの性質を考えることが多い.

定義 Aを集合, RをA上の 2項関係とし, a, b, c ∈ Aとする.

任意の aに対して aRaとなるとき, Rは反射律をみたすという.

aRbならば bRaとなるとき, Rは対称律をみたすという.

aRbかつ bRcならば aRcとなるとき, Rは推移律をみたすという.

aRbかつ bRaならば a = bとなるとき, Rは反対称律をみたすという.

2項関係の中でも重要な同値関係と順序関係について, 順に述べていこう.

Aを集合, RをA上の 2項関係とする. Rは反射律, 対称律, 推移律をみたすとき, 同値関係と
いう.

Rが同値関係のとき, aRbとなる a, b ∈ Aに対して aと bは同値であるという.

同値関係は∼という記号を用いることが多い.

次の例は最も原始的な同値関係と言えるであろう.

例 (相等関係)

Aを集合とし, a, b ∈ Aに対して a = bのとき, aRbと定める. すなわち, RはAの元の間の相等
関係である.

このとき, 明らかにRはA上の同値関係.

次の例も馴染み深いはずのものである.

例 (自然数 nを法とする合同)

n ∈ Nを固定しておき, a, b ∈ Zとする. a, bが nを法として合同なとき, すなわち a − bが nで
割り切れるとき, aRbと定める. このとき, RはZ上の同値関係となる. この場合, aRbは

a ≡ b mod n

などと表すことが多い.

Aを集合, RをA上の同値関係とする. a ∈ Aに対してAの部分集合C(a)を

C(a) = {x ∈ A|aRx}

により定める. C(a)をRによる aの同値類, C(a)の各元をC(a)の代表という.

推移律より, a, b ∈ Aに対してC(a) ∩ C(b) 6= ∅ならば, C(a) = C(b)である. 更に, 反射律より,

Rによる同値類全体はAを互いに交わらない部分集合の和に分解する.
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Rによる同値類全体の集合をA/Rと表し, AのRによる商集合という.

a ∈ AにC(a) ∈ A/Rを対応させると, この対応はAからA/Rへの全射を定める. この写像を
自然な射影という.

例 上の 2つめの例において, n = 2のとき, 同値類は偶数全体の集合と奇数全体の集合である.

次のような極端な同値関係を考えることもできる.

例 Aを集合とし, 任意の a, b ∈ Aに対して aRbと定める. このとき, 明らかにRはA上の同
値関係.

商集合A/RはAのみからなる.

Aを集合, RをA上の 2項関係とする. Rは反射律, 反対称律, 推移律をみたすとき, 順序関係と
いう.

Rが順序関係のとき, 組 (A,R)を順序集合という. Rがはっきりしている場合は (A, R)を単に
Aと表す.

(A,R)が順序集合で, 任意の a, b ∈ Aに対して aRbまたは bRaとなるとき, (A,R)を全順序集
合という.

順序集合を全順序集合と区別するために半順序集合という場合もある.

例 (大小関係)

通常の大小関係に関してN,Z,Q,Rは全順序集合となる.

例 (包含関係)

Aを集合とすると, 包含関係⊂は 2A上の順序関係を定める.

一般に (2A,⊂)は全順序集合ではない.

順序関係は≤という記号を用いることが多い. このとき, a ≤ bを b ≥ aとも表す.

(A,≤)を順序集合とし, a, b ∈ Aとする.

a ≤ bのとき, aは b以下である, または bは a以上であるという.

a ≤ bかつ a 6= bのとき, a < bと表し, aは bより小さい, または bは aより大きいという.

任意の x ∈ Aに対して x ≤ aとなるとき, a = max Aと表し, aをAの最大元という.

任意の x ∈ Aに対して a ≤ xとなるとき, a = min Aと表し, aをAの最小元という.

反対称律より, 最大元, 最小元は存在するならば一意的である.

a < xとなる x ∈ Aが存在しないとき, aをAの極大元という.

x < aとなる x ∈ Aが存在しないとき, aをAの極小元という.

Aの極大元は存在しても一意的とは限らないが, max Aが存在するならば, それは Aの一意的
な極大元となる. 極小元についても同様である.

例 (整除関係)

Aを 2以上の自然数全体の集合とし, 整除関係を考える. すなわち, a, b ∈ Aに対して bが aで割
り切れるとき, a|bと表す. このとき, (A, | )は順序集合となる.

Aの最大元および極大元は存在しない.

また, 任意のAの元を割り切るAの元は存在しないから, Aの最小元は存在しない.

しかし, 任意の素数はAの極小元.

(A,≤)を順序集合, M をAの部分集合とし, a ∈ Aとする.

任意の x ∈ M に対して x ≤ aとなるとき, aをM のAにおける上界という.

M の上界が存在するとき, M はAにおいて上に有界であるという.

Mの上界全体の集合が最小元をもつとき, その元を sup M と表し, MのAにおける上限という.
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任意の x ∈ M に対して a ≤ xとなるとき, aをM のAにおける下界という.

M の下界が存在するとき, M はAにおいて下に有界であるという.

Mの下界全体の集合が最大元をもつとき, その元を inf M と表し, MのAにおける下限という.

例 Rの大小関係を考え, a < bとなる a, b ∈ R に対してM = (a, b]とおく.

このとき,

max M = sup M = b.

また, min M は存在しないが, inf M = a.

例 Qの大小関係を考え,

M = {x ∈ Q|x > 0かつ x2 > 2}

とおく.

このとき, Aの上界全体の集合は空集合だから, sup M は存在しない.

また, M の下界全体の集合は

{x ∈ Q|x < 0または x2 < 2}.

しかし, inf M は存在しない.

更に, max M およびmin M は存在しない.

次の定理は実数の連続性という性質に他ならない.

Weierstrassの定理 M をRの空でない部分集合とする.

M の上界が存在するならば, sup M が存在する.

M の下界が存在するならば, inf M が存在する.

最後に, 順序同型について述べておこう.

(A,≤), (A,≤′)を順序集合, f をAからA′への写像とする.

任意の a, b ∈ Aに対して a ≤ bならば f(a) ≤′ f(b)となるとき, f は順序を保つという.

AからA′への全単射 f が存在し f と f−1がともに順序を保つとき,

(A,≤) ' (A′,≤′)

と表すことにする. このとき, f を順序同型写像といい, (A,≤)と (A′,≤′)は順序同型であると
いう.

§7の最初の定理の証明と同様に考えると, 順序同型に関して次がなりたつ.

定理 (A,≤), (A′,≤′), (A′′,≤′′)を順序集合とすると, 次の (1)～(3)がなりたつ.

(1) (A,≤) ' (A,≤).

(2) (A,≤) ' (A′,≤′)ならば, (A′,≤′) ' (A,≤).

(3) (A,≤) ' (A′,≤′)かつ (A′,≤′) ' (A′′,≤′′)ならば, (A,≤) ' (A′′,≤′′).

例 N,Z,Q,Rの大小関係を考える.

まず, N,Z,Qは可算集合で, Rは可算集合でないから, RはN,Z,Qと順序同型ではない.

次に, Nには最小元 1が存在するが, Z,Qの最小元は存在しないから, Nは Z,Qと順序同型で
はない.

更に, 0と 1の間にZの元は存在しないがQの元は存在するから, ZはQと順序同型ではない.

よって, 大小関係に関してN,Z,Q,Rは互いに順序同型ではない.
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問題 9

1. A = Z × (Z \ {0})とおき, (m, n), (m′, n′) ∈ Aに対してmn′ = nm′のとき, (m, n)R(m′, n′)

と定める. RはA上の同値関係であることを示せ.

2. Iを 0を含む開区間, Aを Iで定義された正の値をとる関数全体の集合とし, f, g ∈ Aに対
して

lim
x→0

f(x)

g(x)
= 1

のとき, f ∼ gと定める. ∼はA上の同値関係であることを示せ.

3. 実数を成分とする n次の正方行列全体の集合をMn(R)と表すことにする. A,B ∈ Mn(R)に
対してB = P−1AP となる n次の正則行列 P が存在するとき, A ∼ Bと定める. なお, この
ときAとBは相似であるといわれる. ∼はMn(R)上の同値関係であることを示せ.

4. Xを集合とし, 2Xの包含関係を考える. fを2Xから2Xへの順序を保つ写像とすると, f(A0) =

A0となるA0 ∈ 2X が存在することを示せ.
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問題 9の解答
1. (m,n), (m′, n′), (m′′, n′′) ∈ Aとする.

まず, mn = nmだから, (m,n)R(m,n).

よって, Rは反射律をみたす.

次に, (m,n)R(m′, n′)とすると, mn′ = nm′.

よって, m′n = n′mだから, (m′, n′)R(m,n).

したがって, Rは対称律をみたす.

更に, (m,n)R(m′, n′)かつ (m′, n′)R(m′′, n′′)とすると,

mn′ = nm′, m′n′′ = n′m′′.

2式を掛けると,

mn′m′n′′ = nm′n′m′′.

n′ 6= 0に注意すると, mn′′ = nm′′.

よって, (m,n)R(m′′, n′′)だから, Rは推移律をみたす.

以上より, RはA上の同値関係.

2. f, g, h ∈ Aとする.

まず,

lim
x→0

f(x)

f(x)
= 1

だから, f ∼ f .

よって, ∼は反射律をみたす.

次に, f ∼ gとすると,

lim
x→0

f(x)

g(x)
= 1.

よって,

lim
x→0

g(x)

f(x)
= lim

x→0

1

f(x)

g(x)

=
1

lim
x→0

f(x)

g(x)

= 1

だから, g ∼ f .

したがって, ∼は対称律をみたす.

更に, f ∼ gかつ g ∼ hとすると,

lim
x→0

f(x)

g(x)
= lim

x→0

g(x)

h(x)
= 1.

よって,

lim
x→0

f(x)

h(x)
= lim

x→0

f(x)

g(x)

g(x)

h(x)

= lim
x→0

f(x)

g(x)
lim
x→0

g(x)

h(x)

= 1
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だから, f ∼ h.

したがって, ∼は推移律をみたす.

以上より, ∼はA上の同値関係.

3. A,B, C ∈ Mn(R)とする.

まず, Eを n次の単位行列とすると, Eは正則で,

A = E−1AE.

よって, A ∼ Aだから, ∼は反射律をみたす.

次に, A ∼ Bとすると, B = P−1AP となる n次の正則行列 P が存在する.

このとき, P−1は正則で,

A = (P−1)−1BP−1.

よって, B ∼ Aだから, ∼は対称律をみたす.

更に, A ∼ BかつB ∼ Cとすると, B = P−1AP , C = Q−1BQとなる n次の正則行列 P, Q

が存在する.

このとき, PQは正則で,

C = Q−1(P−1AP )Q

= (PQ)−1A(PQ).

よって, A ∼ Cだから, ∼は推移律をみたす.

以上より, ∼はMn(R)上の同値関係.

4. Xの部分集合系Aを
A = {A ∈ 2X |f(A) ⊂ A}

により定める.

まず, f(X) ⊂ Xだから, A 6= ∅.
ここで,

A0 =
∩

A

とおく.

A ∈ Aとすると, A0 ⊂ A.

f は順序を保つ写像だから,

f(A0) ⊂ f(A)

⊂ A.

よって, f(A0) ⊂ A0.

更に, f は順序を保つ写像だから, f(f(A0)) ⊂ f(A0). すなわち, f(A0) ∈ A.

よって, A0 ⊂ f(A0).

したがって, f(A0) = A0.


