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§5. 測地線
Euclid空間上の異なる 2点を結ぶ曲線の中で長さが最短のものは線分である. 一方, 曲線の長さ
はRiemann多様体の場合にも考えることができる. このとき, 上の線分に相当するものが測地
線である.

(M, g)を n次元C∞級Riemann多様体とする.

まず, 曲線の長さは径数付けに依存しないことに注意しよう. すなわち, I, J を有界閉区間,

γ : I → M

をM 上の C∞級曲線, ϕを J から I への単調増加な C∞級関数, L(γ)を γの長さ, L(γ ◦ ϕ)を
γ ◦ ϕの長さとすると,

L(γ ◦ ϕ) = L(γ)

である. 実際, 連鎖律と置換積分より,

L(γ ◦ ϕ) =

∫
J

√
g(γ◦ϕ)(s)

(
d(γ ◦ ϕ)

ds
,
d(γ ◦ ϕ)

ds

)
ds

=

∫
J

√
gγ(ϕ(s))

(
dγ

dt
,
dγ

dt

)
dϕ

ds
ds

=

∫
I

√
gγ(t)

(
dγ

dt
,
dγ

dt

)
dt

= L(γ)

である.

ここで, I = [a, b]とおき, γは正則, すなわち任意の t ∈ Iに対して dγ

dt
(t) 6= 0 であるとする.

上の ϕとして, t ∈ [a, b]に対して γの aから tまでの長さ
∫ t

a

√
gγ(t)

(
dγ

dt
,
dγ

dt

)
dt を対応させて

得られる関数の逆関数を選んでおく. このとき,

g(γ◦ϕ)(s)

(
d(γ ◦ ϕ)

ds
,
d(γ ◦ ϕ)

ds

)
= gγ(ϕ(s))

(
dγ

dt
,
dγ

dt

)(
dϕ

ds

)2

= 1

となる.

更に, このϕを定数倍することにより, γは始めから gγ(t)

(
dγ

dt
,
dγ

dt

)
が正の定数となるように選

んでおくことができる. このような γを端点を固定したまま変形することを考えよう.

ε > 0に対してC∞級写像
α : [a, b] × (−ε, ε) → M

が次の (1), (2)をみたすとする.

(1) 任意の t ∈ [a, b]に対して α(t, 0) = γ(t).

(2) 任意の s ∈ (−ε, ε)に対して α(a, s) = γ(a), α(b, s) = γ(b).
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このとき, 各 s ∈ (−ε, ε)に対してC∞級曲線

αs : [a, b] → M

を
αs(t) = α(t, s) (t ∈ [a, b])

により定めることができる.

g, α, αsを座標近傍を用いて

ds2 =
n∑

i,j=1

gijdxi ⊗ dxj,

α = (α1, α2, . . . , αn), αs = (αs,1, αs,2, . . . , αs,n)

と表しておき, sの関数 L(αs)を微分すると,

d

ds
L(αs) =

∫ b

a

∂

∂s

√√√√ n∑
i,j=1

gij
dαs,i

dt

dαs,j

dt
dt

=

∫ b

a

1

2

1√
n∑

i,j=1

gij
∂αi

∂t

∂αj

∂t

n∑
i,j=1

∂

∂s

(
gij

∂αi

∂t

∂αj

∂t

)
dt.

ここで,
∂

∂s

(
gij

∂αi

∂t

∂αj

∂t

)
=

n∑
k=1

∂gij

∂xk

∂αk

∂s

∂αi

∂t

∂αj

∂t
+ gij

∂2αi

∂s∂t

∂αj

∂t
+ gij

∂αi

∂t

∂2αj

∂s∂t
.

よって, c =

√
gγ(t)

(
dγ

dt
,
dγ

dt

)
とおき, γも上のように座標近傍を用いて表しておくと, 部分積分

法および (1), (2)より,

d

ds

∣∣∣∣
s=0

L(αs)

=
1

c

∫ b

a

1

2

n∑
i,j=1

(
n∑

k=1

∂gij

∂xk

∂αk

∂s

∣∣∣∣
s=0

dγi

dt

dγj

dt
−

n∑
k=1

∂gij

∂xk

dγk

dt

∂αi

∂s

∣∣∣∣
s=0

dγj

dt
− gij

∂αi

∂s

∣∣∣∣
s=0

d2γj

dt2

−
n∑

k=1

∂gij

∂xk

dγk

dt

dγi

dt

∂αj

∂s

∣∣∣∣
s=0

− gij
d2γi

dt2
∂αj

∂s

∣∣∣∣
s=0

)
dt

= −1

c

∫ b

a

n∑
k,m=1

{
gkm

d2γk

dt2
+

1

2

n∑
i,j=1

(
∂gmj

∂xi

+
∂gim

∂xj

− ∂gij

∂xm

)
dγi

dt

dγj

dt

}
∂αm

∂s

∣∣∣∣
s=0

dt

= −1

c

∫ b

a

n∑
k,m=1

{
d2γk

dt2
+

1

2

n∑
i,j,l=1

glk

(
∂glj

∂xi

+
∂gil

∂xj

− ∂gij

∂xl

)
dγi

dt

dγj

dt

}
∂αm

∂s

∣∣∣∣
s=0

gkmdt.

ただし, (gij)は (gij)の逆行列である. (gij)は正定値実対称行列に値をとることに注意しよう.

更に,

Γk
ij =

1

2

n∑
l=1

glk

(
∂glj

∂xi

+
∂gil

∂xj

− ∂gij

∂xl

)
, ∇γ

d
dt

dγ

dt
=

n∑
k=1

(
d2γk

dt2
+

n∑
i,j=1

Γk
ij

dγi

dt

dγj

dt

)(
∂

∂xk

)
γ(t)
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とおくと,
d

ds

∣∣∣∣
s=0

L(αs) = −1

c

∫ b

a

gγ(t)

(
∇γ

d
dt

dγ

dt
,
∂α

∂s

∣∣∣∣
s=0

)
dt.

なお, ∇γ
d
dt

dγ

dt
はwell-defined, すなわち座標近傍の選び方に依存しないことが分かる.

固定された端点を結ぶ曲線の中で長さが最短のものに対しては上の値は常に 0 となる.

定義 ∇γ
d
dt

dγ

dt
= 0となる曲線 γ を測地線という.

γが測地線ならば, gγ(t)

(
dγ

dt
,
dγ

dt

)
は自動的に定数となる. 実際,

d

dt
gγ(t)

(
dγ

dt
,
dγ

dt

)
=

d

dt

n∑
i,j=1

gij
dγi

dt

dγj

dt

=
n∑

i,j,k=1

∂gij

∂xk

dγk

dt

dγi

dt

dγj

dt
+ 2

n∑
k,l=1

gkl
d2γk

dt2
dγl

dt

=
n∑

i,j,k=1

∂gij

∂xk

dγi

dt

dγj

dt

dγk

dt
+ 2

n∑
i,j,k,l=1

gkl

(
−Γk

ij

dγi

dt

dγj

dt

)
dγl

dt

=
n∑

i,j,k=1

∂gij

∂xk

dγi

dt

dγj

dt

dγk

dt

−
n∑

i,j,k,l,m=1

gklg
mk

(
∂gmj

∂xi

+
∂gim

∂xj

− ∂gij

∂xm

)
dγi

dt

dγj

dt

dγl

dt

=
n∑

i,j,k=1

(
∂gij

∂xk

− ∂gkj

∂xi

− ∂gik

∂xj

+
∂gij

∂xk

)
dγi

dt

dγj

dt

dγk

dt

= 0

となるからである.

例 §3において扱ったように, RnのRiemann計量は

ds2 =
n∑

i=1

(dxi)
2

と表すことができる.

よって, 測地線の方程式, すなわち測地線のみたす微分方程式は

d2γk

dt2
= 0 (k = 1, 2, . . . , n)

したがって, 測地線は直線の一部である.

例 Snを
Sn = {(x1, x2, . . . , xn+1) ∈ Rn+1|x2

1 + x2
2 + · · · + x2

n+1 = 1}

と表しておき, SnからRn+1へのはめ込みによる誘導計量を考える.

このとき, Snの測地線は大円の一部であることが分かる.
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関連事項 5. Riemann多様体の指数写像
§2において Lie群の指数写像について述べたが, 指数写像はRiemann多様体に対しても考える
ことができる.

(M, g)をC∞級Riemann多様体とする. 常微分方程式の解の存在と一意性より, 任意の p ∈ M

と任意の v ∈ TpM に対して, ある ε > 0が存在し,

γv(0) = p, γ′
v(0) = v

となる測地線
γv : [0, ε] → M

が一意的に存在する. γvが [0, 1]で定義されるとき,

expp v = γv(1)

とおき, exppを pにおける指数写像という. exppは TpM の原点の近傍からM への写像である.

逆写像定理より, exppは TpM の原点の近傍から pの近傍へのC∞級微分同相写像となることが
分かる.

Riemann多様体の指数写像は Lie群の指数写像と無関係ではない. Gをコンパクト Lie群とす
る. 例えば, O(n), SO(n), T nはコンパクト Lie群である. このとき, GのRiemann計量 gで, 任
意の h ∈ Gに対して hによる左移動および右移動による gの誘導計量が gに一致するものが存
在する. これを両側不変計量という. なお, 左移動については §2において述べたが, hによる右
移動は

Rh(x) = xh (x ∈ G)

により定まるGからGへのC∞級微分同相写像である. 両側不変計量を考えると,

(exp X)x = expx X (X ∈ g, x ∈ G)

がなりたつことが分かる. 左辺の expは Lie群としての指数写像で, 右辺の expは Riemann多
様体としての指数写像である.

再び, Riemann多様体 (M, g)へ話を戻そう. 指数写像を用いると, 上の定義に現れた測地線は

γ(t) = expp(tv)

と表すことができる. ただし,一般には tは 0の近傍でしか考えることはできない. 任意の p ∈ M

と任意の v ∈ TpM および任意の t ∈ Rに対して expp(tv)が定義できるとき, (M, g)は測地的完
備であるという.

Riemann多様体は曲線の長さを用いることにより,距離空間となる. 距離 dは p, q ∈ Mに対して

d(p, q) = inf{γの長さ |γは γ(a) = p, γ(b) = qとなる [a, b]で定義されたM 上のC∞級曲線 }

とおけばよい. このとき, (M, g)が測地的完備であることと任意の p, qに対して長さが d(p, q)に
一致する pと qを結ぶ測地線が存在することとが同値であることが分かる. これはHopf-Rinow

の定理として知られている.

また, 測地的完備性は距離空間としての完備性や有界閉集合のコンパクト性とも同値である. こ
の事実もHopf-Rinowの定理である.


