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§14. 主ファイバー束
まず, ベクトル束の各ファイバーの基底をすべて集めたものを考えてみよう.

例 M をC∞級多様体, EをM 上の階数 rのベクトル束とし, 各 p ∈ M に対して

Pp = {f : Rr → Ep|f は線形同型写像 }

とおく. Ppの各元に対してRrの標準基底の行き先はEpの基底となるから, PpはEpの基底全
体からなる集合と同一視することができる.

また, f ∈ Pp, X ∈ GL(r,R)とすると, f ◦ X ∈ Ppである.

ここで,

P =
∪

p∈M

Pp

とおくと, P は次のようにして多様体となる.

まず, EはM 上のベクトル束だから, p ∈ M とすると, pのある近傍 U 上で 1次独立なEの切
断 e1, e2, . . . , erが存在する. これらの切断をまとめて単に fU と表すことにすると, 上の同一視
により, fU は各 q ∈ U に対して線形同型写像

fU(q) : Rr → Eq

を定める.

更に, Pqの任意の点はあるX ∈ GL(r,R)に対して fU(q)◦X と一意的に表すことができるから,

ϕU(fU(q) ◦ X) = (q,X)

とおくと, ϕU は全単射
ϕU :

∪
q∈U

Pq → U × GL(r,R)

を定める.

よって, U × GL(r,R)の多様体の構造を用いて,
∪

q∈U

Pqに多様体の構造を定めることができる.

このとき, P はC∞級多様体となることが分かる. P をEに同伴する主ファイバー束という.

上の例は次のように一般化することができる.

定義 M, P をC∞級多様体, πを P からM へのC∞級写像, Gを Lie群とする. 次の (1)～(4)

がなりたつとき, P をM 上の主ファイバー束という.

(1) πは全射.

(2) Gは P の上に右から作用する. すなわち, (u, a) ∈ P × Gに対して ua ∈ P を対応させる
P × Gから P へのC∞級写像が存在し, 任意の u ∈ P および任意の a, b ∈ Gに対して

(ua)b = u(ab)

で, eをGの単位元とすると,

ue = u.

(3) 各 p ∈ M に対して, Gは π−1(p)を π−1(p)へ写し, Gの π−1(p)の上への作用は単純推移的.

すなわち, 任意の u, v ∈ π−1(p)に対して v = uaとなる a ∈ Gが一意的に存在する.

(4) 各 p ∈ M に対して, pの近傍 U および u ∈ π−1(U)に対して (π(u), ϕ(u)) ∈ U × Gを対応
させる π−1(U)から U × GへのC∞級微分同相写像が存在し, 任意の u ∈ π−1(U)および
任意の a ∈ Gに対して

ϕ(ua) = ϕ(u)a.
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P を全空間, M を底空間, πを射影, Gを構造群という. また, π−1(p)をPpと表し, p上のファイ
バーという.

ベクトル束の場合と同様に, 主ファイバー束に対して変換関数を考えることができる.

M をC∞級多様体, P を構造群をGとするM 上の主ファイバー束とする.

このとき, 上の定義の (4)より, M の開被覆 {Uα}α∈A が存在し, 任意の α ∈ Aに対して, 各
u ∈ π−1(Uα) に対して (π(u), ϕα(u)) ∈ Uα ×Gを対応させる π−1(Uα)からUα ×GへのC∞級微
分同相写像が存在する.

ここで, α, β ∈ A, Uα ∩ Uβ 6= ∅, u ∈ π−1(Uα ∩ Uβ), a ∈ Gとすると,

ϕα(ua)ϕβ(ua)−1 = ϕα(u)a(ϕβ(u)a)−1

= ϕα(u)ϕβ(u)−1.

よって, ϕα(u)ϕβ(u)−1はC∞級写像

ϕαβ : Uα ∩ Uβ → G

を定める. 写像の族 {ϕαβ}を {Uα}α∈Aに対する座標変換または変換関数という.

変換関数の定義より, α, β, γ ∈ Aで

Uα ∩ Uβ ∩ Uγ 6= ∅

ならば,

ϕαβ(p)ϕβγ(p) = ϕαγ(p) (p ∈ Uα ∩ Uβ ∩ Uγ) (∗)

がなりたつ.

特に,

ϕαα(p) = e (p ∈ Uα)

および
ϕβα(p) = ϕαβ(p)−1 (p ∈ Uα ∩ Uβ)

がなりたつ.

逆に, (∗)をみたす写像の族があたえられていると, ベクトル束の場合と同様に, {ϕαβ}を変換関
数とするような主ファイバー束を構成することができる.

例 P を上の例に現れた主ファイバー束とする. すなわち, P はM 上のベクトル束Eに同伴す
る主ファイバー束で, 構造群はGL(r,R)である.

{ϕαβ}をM の開被覆 {Uα}に対するEの変換関数とする.

このとき, P の構成の仕方より, {Uα}に対する P の変換関数も {ϕαβ}となる.

最初の例では, ベクトル束から主ファイバー束を構成したが, 逆に, 主ファイバー束と構造群の
表現からベクトル束を構成することができる.

M をC∞級多様体, P を構造群をGとするM 上の主ファイバー束, ρをGの表現, すなわちG

からGL(r,R)への準同型写像
ρ : G → GL(r,R)

とする.

(u, x), (v, y) ∈ P × Rrに対して, ある a ∈ Gが存在し

v = ua, y = ρ(a)−1x
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となるとき, (u, x) ∼ (v, y)と表すことにする. このとき, ∼は P × Rr上の同値関係となる. 商
集合 (P × Rr)/ ∼を P ×ρ Rrと表す.

(p, a, x) ∈ U × G × Rrに対して

F (p, a, x) = (p, ρ(a)x)

とおき, b ∈ Gとすると,

F (p, ab, ρ(b)−1x) = (p, ρ(ab)ρ(b)−1x)

= (p, ρ(a)x)

= F (p, a, x)

となる. よって, P が局所的にU ×Gと表されるとき, 上の F を用いることにより, P ×ρ Rrは
局所的にU ×Rrと表される. 更に, P ×ρ RrはM上のベクトル束となることが分かる. P ×ρ Rr

を P に同伴するベクトル束という.

{ϕαβ}をM の開被覆 {Uα}α∈Aに対する P の変換関数とする. P ×ρ Rrの変換関数を求めてみ
よう.

P が局所的にUα × Gと表されているとき, P ×ρ Rrは局所的にUα ×Rrと表され, その対応は
(π(u), ϕα(u), x) ∈ Uα ×G×Rr に対して (π(u), ρ(ϕα(u))x) ∈ Uα ×Rrを対応させることにより
得られる. ただし, u ∈ π−1(Uα)である.

よって, α, β ∈ A, Uα ∩ Uβ 6= ∅, u ∈ π−1(Uα ∩ Uβ)とすると,

ρ(ϕα(u))x = ρ(ϕα(u)ϕ−1
β (u)ϕβ(u))x

= ρ(ϕαβ(π(u))ϕβ(u))x

= ρ(ϕαβ(π(u)))ρ(ϕβ(u))x.

したがって, {Uα}α∈Aに対する P ×ρ Rrの変換関数は {ρ ◦ ϕαβ}である.

例 P を上の例に現れたベクトル束Eに同伴する主ファイバー束とし,

ρ : GL(r,R) → GL(N,R)

を P の構造群GL(r,R)の表現とする. このとき, ベクトル束 P ×ρ RN が得られる.

N = rで, ρが恒等写像のとき, P ×ρ RN は元のベクトル束Eに他ならない.

N = rとし, ρを
ρ(a) = ta

−1
(a ∈ GL(r,R))

により定める. このとき, P ×ρ RN はEの双対束E∗となる.

Eの変換関数がある基底に関して行列を用いて {ϕαβ}と表されるとき, E∗の変換関数は双対基
底を選んでおけば {tϕ−1

αβ} となることを思い出そう.

N = r2とする. 関連事項 11において述べたKronecker積を用いることにより, ρを

ρ(a) = a ⊗ a (a ∈ GL(r,R))

により定めることができる. このとき, P ×ρ RN はE ⊗ Eとなる.
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関連事項 14. 群作用
数学的な対称性はしばしば群という代数的なものを用いて表すことができる.

例えば, 線形代数において行列式を定義する際にも現れる n文字の置換は, 集合 {1, 2, . . . , n}か
ら同じ集合 {1, 2, . . . , n}への全単射であるが, これら全体の集合は写像の合成に関して群とな
る. これを n次の対称群という.

上の例では全単射をすべて考えたが, 集合が何らかの構造を兼ね備えている場合はその構造に
伴う全単射のみを考えることが多い.

例えば, Rnはベクトル空間であるから, RnからRnへの全単射の中で線形なものを考えること
ができる. これら全体の集合は実一般線形群GL(n,R)であり, 行列の積に関して群である.

群作用とは上のようなものを一般化したものである. 簡単のため, ここでは左作用の場合を考え
よう.

X を集合, Gを群とする. GがX の上に左から作用しているとは, 各 (a, x) ∈ G × X に対して
ax ∈ Xを対応させるG × XからXへの写像が存在し, 任意の x ∈ Xおよび任意の a, b ∈ Gに
対して

a(bx) = (ab)x

で, eをGの単位元とすると,

ex = x

がなりたつことをいう. XがC∞級多様体でGが Lie群の場合であれば, 通常は上のG × Xか
らXへの写像はC∞級であることを要請する.

GがXの上に左から作用しているとき,各 a ∈ Gはx ∈ Xに対して ax ∈ Xを対応させることに
よりXからXへの写像を定めるが, これはXの全単射となる. 実際, x ∈ Xに対して a−1x ∈ X

を対応させる写像が逆写像となる.

作用に関する言葉について幾つか述べよう.

各 a ∈ Gに対して ax = xとすることにより, Gの作用が得られる. これを自明な作用という.

任意の x ∈ Xに対して ax = xとなる a ∈ Gは a = eのときに限るとき, Gの作用は自由である
という.

任意の x, y ∈ X に対して y = axとなる a ∈ Gが存在するとき, Gの作用は推移的であるとい
う. 特に, 自由かつ推移的な作用は単純推移的である.

eと異なる任意の a ∈ Gに対して ax 6= xとなる x ∈ Xが存在するとき, Gの作用は忠実または
効果的であるという.

関連事項 4において等質空間について述べたが, Lie群が推移的に作用する多様体は等質空間と
して表される.

M をC∞級多様体, Gを連結な Lie群とし, GがM の上に左から推移的に作用しているとする.

p ∈ M を固定しておき,

Gp = {g ∈ G|gp = p}

とおくと, GpはGの閉 Lie部分群となる. Gpを pにおける固定部分群という. このとき, Gの
等質空間G/Gpが得られるが, gGp ∈ G/Gpに対して gp ∈ M を対応させることにより定まる
G/GpからM への写像はC∞級微分同相写像となることが分かる.


