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§7. 写像の微分
多様体の間の写像に対する微分は接空間の間の線形写像として定義することができる.

(M,S)をm次元Cr級多様体とする. ただし, r ≥ 1とする. また, ε > 0, p ∈M とし,

γ : (−ε, ε) →M

を γ(0) = pとなるCr級曲線とする. このとき, §6において扱ったように, pにおける接ベクト
ル vγが定まる. (U,φ) ∈ Sを γの像が U に含まれるように選んでおき,

φ = (x1, x2, . . . , xm)

と表しておくと,

vγ =
m∑
i=1

ẋi(0)

(
∂

∂xi

)
p

である.

ここで, (N, T )を n次元Cr級多様体, f をM からN へのCr級写像とし, q = f(p)とおく. こ
のとき,

f ◦ γ : (−ε, ε) → N

は (f ◦ γ)(0) = qとなるCr級曲線であるから, qにおける接ベクトル vf◦γが定まる.

接空間はベクトル空間であった. vγから vf◦γへの対応は TpM から TqN への線形写像を定める
ことを示そう.

(V, ψ) ∈ T を f ◦ γの像が V に含まれるように選んでおき,

ψ = (y1, y2, . . . , yn), ψ ◦ f = (f1, f2, . . . , fn)

と表しておくと,

ψ ◦ (f ◦ γ) = (ψ ◦ f ◦ φ−1) ◦ (φ ◦ γ).

j = 1, 2, . . . , nとすると, 合成関数の微分法より,

dyj
dt

=
m∑
i=1

∂(fj ◦ φ−1)

∂xi

dxi
dt
.

よって,

vf◦γ =
n∑

j=1

ẏj(0)

(
∂

∂yj

)
q

=
n∑

j=1

m∑
i=1

ẋi(0)
∂fj
∂xi

(p)

(
∂

∂yj

)
q

.

したがって, vγから vf◦γへの対応は TpM から TqN への線形写像を定める.

この対応を pにおける f の微分といい, (df)pと表す.

上の座標近傍を用いて, TpM , TqN の基底として, それぞれ{(
∂

∂x1

)
p

,

(
∂

∂x2

)
p

, . . . ,

(
∂

∂xm

)
p

}
,

{(
∂

∂y1

)
p

,

(
∂

∂y2

)
p

, . . . ,

(
∂

∂yn

)
p

}

を選んでおき, この基底に関する (df)pの表現行列をAとする.
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Aは上の座標近傍を用いて表される f の Jacobi行列

∂f1
∂x1

∂f2
∂x1

· · · ∂fn
∂x1

∂f1
∂x2

∂f2
∂x2

· · · ∂fn
∂x2

...
...

. . .
...

∂f1
∂xm

∂f2
∂xm

· · · ∂fn
∂xm


である. ただし, ここでは

(df)p

((
∂

∂x1

)
p

)

(df)p

((
∂

∂x2

)
p

)
...

(df)p

((
∂

∂xn

)
p

)


= A



(
∂

∂y1

)
q(

∂

∂y2

)
q

...(
∂

∂ym

)
q


をみたすAを表現行列の定義とする. 特に, i = 1, 2, . . . ,mとすると,

(df)p

((
∂

∂xi

)
p

)
=

n∑
j=1

∂fj
∂xi

(p)

(
∂

∂yj

)
q

である.

例 (M,S)を n次元Cr級多様体とする.

M 上のCr級関数 f とはM からRへのCr級写像のことであった.

p ∈M とし, pにおける f の微分を求めよう.

(U,φ) ∈ Sを p ∈ U となるように選んでおき,

φ = (x1, x2, . . . , xn)

と表しておく.

また, v ∈ TpM を

v =
n∑

i=1

ai

(
∂

∂xi

)
p

(a1, a2, . . . , an ∈ R)

と表しておく.{(
d

dt

)
f(p)

}
は Tf(p)Rの基底で,

(df)p(v) =
n∑

i=1

ai(df)p

((
∂

∂xi

)
p

)

=
n∑

i=1

ai
∂f

∂xi
(p)

(
d

dt

)
f(p)

= v(f)

(
d

dt

)
f(p)

.
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最後の等式において, 接ベクトル vは関数 f に対して方向微分 v(f)を定めることを思い出そう.

例 Iを 0を含む開区間, (M,S)を n次元Cr級多様体とする.

Cr級曲線
γ : I →M

とは 1次元多様体 IからM へのCr級写像のことであった.

0における γの微分 (dγ)0を求めよう.

(U,φ) ∈ Sを γの像が U に含まれるように選んでおき,

φ = (x1, x2, . . . , xn)

と表しておく.{(
d

dt

)
0

}
は T0Iの基底で, (dγ)0は線形写像であるから, (dγ)0

((
d

dt

)
0

)
を計算すれば十分で

あることに注意しよう. このとき,

(dγ)0

((
d

dt

)
0

)
=

n∑
i=1

ẋi(0)

(
∂

∂xi

)
γ(0)

= vγ.

すなわち, 開区間の標準的な接ベクトルのCr級曲線の微分による像はその曲線から定まる接ベ
クトルとなる.

Euclid空間の間の微分可能な写像に対しては連鎖律がなりたった. この事実はCr級多様体の間
のCr級写像の場合へ一般化することができる.

連鎖律 M1,M2,M3をCr級多様体とし, f ∈ Cr(M1,M2), g ∈ Cr(M2,M3)とする. p ∈ M1と
すると,

(d(g ◦ f))p = (dg)f(p) ◦ (df)p.

次の 2つの定理は Euclid空間の場合と同様にして証明することができる.

定理 M を Cr級多様体, f をM からM への Cr級写像とし, p ∈ M を固定しておく. このと
き, 次の (1), (2)がなりたつ.

(1) f が恒等写像ならば, (df)pは TpM の上の恒等変換である.

(2) f がCr級微分同相写像ならば,

(df−1)f(p) = (df)−1
p .

定理 M をm次元Cr級多様体, N を n次元Cr級多様体とする. M からN へのCr級微分同
相写像が存在するならば, m = n.

2つめの定理より, 多様体の次元は微分同相写像によって不変な概念となる.

また, §6において求めた接空間の基底変換の基底変換行列は恒等写像に対する微分を考え, Jacobi

行列を計算することによっても求めることができる.
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問題 7

1. M をC∞級多様体とし, p ∈M とする. 問題 6において触れたように, TpM はC∞(M)から
Rへの写像 vで, 任意の a, b ∈ Rおよび任意の f, g ∈ C∞(M)に対して, 次の (i), (ii)がなり
たつもの全体の集合と同一視することができる.

(i) v(af + bg) = av(f) + bv(g).

(ii) v(fg) = v(f)g(p) + f(p)v(g).

ここでは, 接ベクトルおよび接空間を上のように考えることにする.

N もC∞級多様体とする. φ ∈ C∞(M,N), v ∈ TpM とし, C∞(N)からRへの写像 (dφ)p(v)

を
((dφ)p(v))(f) = v(f ◦ φ) (f ∈ C∞(N))

により定める. (dφ)p(v) ∈ Tφ(p)N であることを示せ.

なお, (dφ)pは TpM から Tφ(p)N への線形写像を定めることも分かり, pにおける φの微分と
なる.

2. (M,S)をm次元Cr級多様体, (N, T )を n次元Cr級多様体, M ×N をM とN の直積多様
体とする. §5において扱ったように, M ×N からM への自然な射影 πM およびM ×N から
N への自然な射影 πN はCr級写像である. (p, q) ∈M ×N とし, (U,φ) ∈ S, (V, ψ) ∈ T を
p ∈ U , q ∈ V となるように選んでおく. また,

φ = (x1, x2, . . . , xm), ψ = (y1, y2, . . . , yn)

と表しておく. このとき,{(
∂

∂x1

)
p

,

(
∂

∂x2

)
p

, . . . ,

(
∂

∂xm

)
p

}
,

{(
∂

∂y1

)
q

,

(
∂

∂y2

)
q

, . . . ,

(
∂

∂yn

)
q

}
,

{(
∂

∂x1

)
(p,q)

, . . . ,

(
∂

∂xm

)
(p,q)

,

(
∂

∂y1

)
(p,q)

, . . . ,

(
∂

∂yn

)
(p,q)

}
はそれぞれ TpM , TqN , T(p,q)(M ×N)の基底となる.

(1) i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , nに対して

(dπM)(p,q)

((
∂

∂xi

)
(p,q)

)
, (dπM)(p,q)

((
∂

∂yj

)
(p,q)

)
,

(dπN)(p,q)

((
∂

∂xi

)
(p,q)

)
, (dπN)(p,q)

((
∂

∂yj

)
(p,q)

)
を求めよ.

(2) 線形写像
(dπM)(p,q) × (dπN)(p,q) : T(p,q)(M ×N) → TpM × TqN

を(
(dπM)(p,q) × (dπN)(p,q)

)
(v) =

(
(dπM)(p,q)(v), (dπN)(p,q)(v)

)
(v ∈ T(p,q)(M ×N))

により定める. (dπM)(p,q) × (dπN)(p,q)は線形同型写像であることを示せ.
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問題 7の解答
1. a, b ∈ R, f, g ∈ C∞(N)とする.

まず,

((dφ)p(v))(af + bg) = v((af + bg) ◦ φ)
= v(a(f ◦ φ) + b(g ◦ φ))
= av(f ◦ φ) + bv(g ◦ φ)
= a((dφ)p(v))(f) + b((dφ)p(v))(g).

次に,

((dφ)p(v))(fg) = v((fg) ◦ φ)
= v((f ◦ φ)(g ◦ φ))
= v(f ◦ φ)(g ◦ φ)(p) + (f ◦ φ)(p)v(g ◦ φ)
= ((dφ)p(v))(f)g(φ(p)) + f(φ(p))((dφ)p(v))(g).

よって,

(dφ)p(v) ∈ Tφ(p)N.

2. (1) 座標近傍を用いると,(
φ ◦ πM ◦ (φ× ψ)−1

)
(x1, x2, . . . , xm, y1, y2, . . . , yn) = (x1, x2, . . . , xm).

また,

φ ◦ πM = (f1, f2, . . . , fm)

と表しておき,

(φ× ψ)(p, q) = (a, b)

とおく.

まず,

(dπM)(p,q)

((
∂

∂xi

)
(p,q)

)
=

m∑
k=1

∂fk
∂xi

(p, q)

(
∂

∂xk

)
p

=
m∑
k=1

∂xk
∂xi

(a, b)

(
∂

∂xk

)
p

=
m∑
k=1

δik

(
∂

∂xk

)
p

=

(
∂

∂xi

)
p

.

また,

(dπM)(p,q)

((
∂

∂yj

)
(p,q)

)
=

m∑
k=1

∂fk
∂yj

(p, q)

(
∂

∂xk

)
p

=
m∑
k=1

∂xk
∂yj

(a, b)

(
∂

∂xk

)
p

= 0.
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同様に,

(dπN)(p,q)

((
∂

∂xi

)
(p,q)

)
= 0, (dπN)(p,q)

((
∂

∂yj

)
(p,q)

)
=

(
∂

∂yj

)
q

.

(2) T(p,q)(M ×N)の基底を (1)のように選んでおき, TpM × TqN の基底として{((
∂

∂x1

)
p

, 0

)
, . . . ,

((
∂

∂xm

)
p

, 0

)
,

(
0,

(
∂

∂y1

)
q

)
, . . . ,

(
0,

(
∂

∂yn

)
q

)}

を選んでおく.

(1)より, これらの基底に関する (dπM)(p,q) × (dπN)(p,q)の表現行列は単位行列.

よって, (dπM)(p,q) × (dπN)(p,q)は線形同型写像.


