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§11. 1の分割
多様体論における基本的な手法である 1の分割について述べよう. なお, 1の分割は 1の分解あ
るいは単位の分割などともいう. また, C0級多様体, すなわち位相多様体の場合の 1の分割の存
在については位相空間論に関する事実を用いて示すこともできる.

まず, 関数の台というものを定義しよう.

定義 M をCr級多様体とし, f ∈ C0(M)に対して

supp(f) = {p ∈ M |f(p) ̸= 0}

とおく. すなわち, supp(f)は f の値が 0とはならない点全体の閉包である. supp(f)を f の台
という.

1の分割について述べるための準備として, 次の 2つの定理を示そう.

定理 MをCr級多様体, KをMのコンパクト部分集合, UをKを含むMの開集合とする. こ
のとき, 次の (1)～(3)をみたす f ∈ Cr(M)が存在する.

(1) 任意の p ∈ M に対して f(p) ≥ 0.

(2) 任意の p ∈ Kに対して f(p) > 0.

(3) supp(f) ⊂ U .

証明 K = ∅のときは f = 0とおけばよい.

K ̸= ∅とする.

§4において扱ったことより, Kの各点 pに対して pの開近傍 VpとM 上のCr級関数 fpで, 次の
(i)～(iii)をみたすものが存在する.

(i) Vp ⊂ U .

(ii) fp(x) = 0 (x ∈ M \ U), 0 ≤ fp(x) < 1 (x ∈ U \ Vp), fp(x) = 1 (x ∈ Vp).

(iii) supp(fp) ⊂ U .

また, {Vp}p∈K はKの開被覆.

Kはコンパクトだから, ある p1, p2, . . . , pk ∈ Kが存在し, {Vpi}ki=1はKの開被覆.

簡単のため, Vpiを Vi, fpiを fiと表すことにする.

ここで, M 上の関数 f を

f(p) =
k∑

i=1

fi(p) (p ∈ M)

により定める.

まず, fi ∈ Cr(M)だから, f ∈ Cr(M).

次に, 任意の p ∈ M に対して fi(p) ≥ 0だから, f(p) ≥ 0. すなわち, (1)がなりたつ.

また, p ∈ Kとすると, {Vi}ki=1はKの開被覆だから, ある i0 ∈ {1, 2, . . . , k}が存在し, p ∈ Vi0 .

よって, (ii)より, fi0(p) = 1で, 任意の p ∈ M に対して fi(p) ≥ 0だから, (2)がなりたつ.

更に, 任意の p ∈ M に対して fi(p) ≥ 0だから,

{p ∈ M |f(p) ̸= 0} =
k∪

i=1

{p ∈ M |fi(p) ̸= 0}.
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両辺の閉包を取ると,

supp(f) =
k∪

i=1

supp(fi).

(iii)より, (3)がなりたつ. □

定理 M をコンパクトCr級多様体, U, V をM = U ∪ V となるM の開集合とする. このとき,

次の (1), (2)をみたすM のコンパクト部分集合K,Lが存在する.

(1) K ⊂ U , L ⊂ V .

(2) M = K ∪ L.

証明 座標近傍を用いて考えると, M の各点 pに対して pの開近傍 Vpが存在し, V pはコンパク
トで, U または V の何れか一方に含まれる.

このとき, {Vp}p∈M はM の開被覆.

M はコンパクトだから, ある p1, p2, . . . , pk ∈ M が存在し, {Vpi}ki=1はM の開被覆.

よって,

K =
∪

V pi⊂U

V pi , L =
∪

V pi⊂V

V pi

とおけばよい. □

上の 2つの定理を用いて, 次の形の 1の分割の存在を示そう.

定理 M をコンパクトCr級多様体, U, V をM = U ∪ V となるM の開集合とする. このとき,

次の (1)～(3)をみたす f, g ∈ Cr(M)が存在する.

(1) 任意の p ∈ M に対して 0 ≤ f(p) ≤ 1, 0 ≤ g(p) ≤ 1.

(2) supp(f) ⊂ U , supp(g) ⊂ V .

(3) 任意の p ∈ M に対して f(p) + g(p) = 1.

証明 M のコンパクト部分集合K,Lを上の 2つめの定理のように選んでおく.

上の 1つめの定理より, 次の (i)～(iii)をみたす fU ∈ Cr(M)が存在する.

(i) 任意の p ∈ M に対して fU(p) ≥ 0.

(ii) 任意の p ∈ Kに対して fU(p) > 0.

(iii) supp(fU) ⊂ U .

同様に, 次の (i)’～(iii)’をみたす fV ∈ Cr(M)が存在する.

(i)’ 任意の p ∈ M に対して fV (p) ≥ 0.

(ii)’ 任意の p ∈ Lに対して fV (p) > 0.

(iii)’ supp(fV ) ⊂ V .

よって,

f =
fU

fU + fV
, g =

fV
fU + fV

とおけばよい. □

上の定理における関数の組 {f, g}を {U, V }に従属する 1の分割という.
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より一般的な 1の分割について述べるために, 次の言葉を定義しよう.

定義 Xを位相空間とする.

{Uα}α∈AをXの部分集合族とする. 任意の p ∈ Xに対して pの近傍Uが存在し, U ∩Uα ̸= ∅ と
なる αの個数が有限個であるとき, {Uα}α∈Aは局所有限であるという.

{Uα}α∈Aおよび {Vλ}λ∈ΛをともにXの被覆とする. 任意の λ ∈ Λに対して Vλ ⊂ Uαとなるαが
存在するとき, {Vλ}λ∈Λを {Uα}α∈Aの細分という.

XはHausdorffで, 任意の開被覆に対してその細分となる局所有限な開被覆が存在するとき, パ
ラコンパクトであるという.

注意 多様体を扱う場合はパラコンパクト性を仮定することが多い.

また, コンパクトHausdorff空間はパラコンパクトである.

上の定理に現れた 1の分割は次のように一般化して定義することができる.

定義 M をCr級多様体, {Uα}α∈AをM の開被覆とする. M 上のCr級関数の族 {fi}i∈Nで, 次
の (1)～(3)をみたすものを {Uα}α∈Aに従属する 1の分割という.

(1) 任意の i ∈ Nおよび任意の p ∈ M に対して 0 ≤ fi(p) ≤ 1.

(2) {supp(fi)}i∈NはM の局所有限な被覆で, {Uα}α∈Aの細分.

(3) 任意の pに対して
∞∑
i=1

fi(p) = 1.

注意 (2)の条件より, 各 p ∈ M に対して fi(p)は有限個の iを除いて 0である. よって, (3)の
無限和は実質的には有限和である.

パラコンパクト多様体に対して次がなりたつ.

定理 パラコンパクト多様体の任意の開被覆に対して, その開被覆に従属する 1の分割が存在
する.

上の定理を用いると, 被覆する開集合が可算個の場合は次がなりたつことが分かる.

定理 M をパラコンパクト Cr級多様体, {Ui}i∈NをM の開被覆とする. このとき, 次の (1)～
(3)をみたすM 上のCr級関数の族 {fi}i∈N が存在する.

(1) 任意の i ∈ Nおよび任意の p ∈ M に対して 0 ≤ fi(p) ≤ 1.

(2) {supp(fi)}i∈Nは局所有限で, 任意の i ∈ Nに対して supp(fi) ⊂ Ui.

(3) 任意の pに対して
∞∑
i=1

fi(p) = 1.

上の定理は被覆する開集合が有限個でもよい. この事実を用いた応用を 1つ述べよう.

例 (M,S)を n次元コンパクトCr級多様体とする. ただし, r ≥ 1とする.

M はコンパクトだから, 有限個のM の座標近傍 {(Ui, φi)}li=1 を選び, {Ui}li=1をM の開被覆と
することができる.

ここで, {fi}li=1をこの有限開被覆に従属する 1の分割とすると, M からR(n+1)lへの写像 gを

g = (f1, . . . , fl, f1φ1, . . . , flφl)

により定めることができる.

このとき, gはM からR(n+1)lへのCr級の埋め込みとなることが分かる.
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問題 11

1. M をパラコンパクトCr級多様体とする.

(1) AをM の閉集合, U をA ⊂ U となるM の開集合とする. このとき, 次の (i)～(iii)をみ
たす f ∈ Cr(M)が存在することを示せ.

(i) 任意の p ∈ M に対して 0 ≤ f(p) ≤ 1.

(ii) 任意の p ∈ Aに対して f(p) = 1.

(iii) supp(f) ⊂ U .

(2) A,Bを互いに交わらない, 空でないM の閉集合とする. このとき, 上の (i), (ii)および次
の (iv)をみたす f ∈ Cr(M)が存在することを示せ.

(iv) 任意の p ∈ Bに対して f(p) = 0.

2. M をパラコンパクトCr級多様体, A,Bを互いに交わらない, 空でないM の閉集合, U, V を
A ⊂ U , B ⊂ V となるM の開集合とし, f ∈ Cr(U), g ∈ Cr(V )とする.

(1) M の開集合W1,W2,W3を

W1 = U \B, W2 = V \ A, W3 = M \ (A ∪B)

により定める. {W1,W2,W3}はM の開被覆であることを示せ.

(2) M 上のCr級関数 hで,

h|A = f |A, h|B = g|B

となるものが存在することを示せ.

3. M をパラコンパクトCr級多様体, A1, A2, . . . , Akを互いに交わらない, 空でないM の閉集
合とする.

(1) M の開集合 U1, U2, . . . , Ukを

Ui = M \
∪
j ̸=i

Aj (i = 1, 2, . . . , k)

により定める. {Ui}ki=1はM の開被覆であることを示せ.

(2) a1, a2, . . . , ak ∈ Rとする. このとき, 任意の i ∈ {1, 2, . . . , k}に対して

fi(p) = ai (p ∈ Ai)

となる f1, f2, . . . , fk ∈ Cr(M)が存在することを示せ.
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問題 11の解答
1. (1) V = M \ Aとおく.

このとき, V はM の開集合で, M = U ∪ V .

よって, {U, V }に従属する 1の分割 {f, g}が存在する. すなわち, f, g ∈ Cr(M)で, 次の
(a)～(c)がなりたつ.

(a) 任意の p ∈ M に対して 0 ≤ f(p) ≤ 1, 0 ≤ g(p) ≤ 1.

(b) supp(f) ⊂ U , supp(g) ⊂ V .

(c) 任意の p ∈ M に対して f(p) + g(p) = 1.

(b)より,

supp(g) ⊂ M \ A

だから, p ∈ Aとすると, g(p) = 0.

よって, (c)より, p ∈ Aとすると, f(p) = 1.

したがって, f は (i)～(iii)をみたす.

(2) U = M \Bとおく.

A ∩B = ∅だから, A ⊂ U .

よって, (1)より, (i)～(iii)をみたす f ∈ Cr(M)が存在する.

このとき,

supp(f) ⊂ M \B

だから, p ∈ Bとすると, f(p) = 0.

したがって, f は (i), (ii)および (iv)をみたす.

2. (1) p ∈ M とすると, A ∩B = ∅だから, 次の (i)～(iii)の何れか 1つのみがなりたつ.

(i) p ∈ A, p ̸∈ B.

(ii) p ∈ B, p ̸∈ A.

(iii) p ∈ M \ (A ∪B).

(i)のとき, A ⊂ U だから, p ∈ U \B. すなわち, p ∈ W1.

(ii)のとき, B ⊂ V だから, p ∈ V \ A. すなわち, p ∈ W2.

(iii)のとき, p ∈ W3.

よって, {W1,W2,W3}はM の開被覆.

(2) {W1,W2,W3}はM の有限開被覆だから, 次の (a)～(b)をみたす 1の分割 {h1, h2, h3}が
存在する.

(a) 任意の p ∈ M に対して 0 ≤ hi(p) ≤ 1 (i = 1, 2, 3).

(b) supp(hi) ⊂ Wi (i = 1, 2, 3).

(c) 任意の p ∈ M に対して h1(p) + h2(p) + h3(p) = 1.

W1,W2,W3の定義および (b)より,

h1(p) = 0 (p ∈ B), h2(p) = 0 (p ∈ A), h3(p) = 0 (p ∈ A ∪B).

よって, (c)より,

h1(p) = 1 (p ∈ A), h2(p) = 1 (p ∈ B). (∗)
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ここで,

h = fh1 + gh2

とおく. ただし, p ∈ M \ U のときは (fh1)(p) = 0, p ∈ M \ V のときは (gh2)(p) = 0と
する.

このとき, (b)より, h ∈ Cr(M).

また, (∗)より,

h|A = f |A, h|B = g|B.

3. (1) p ∈ M とすると, A1, A2, . . . , Akは互いに交わらないから, ある i ∈ {1, 2, . . . , k}に対して

p ∈ Aiとなるか, または p ∈ M \
k∪

j=1

Aj.

p ∈ Aiのとき, Ai ⊂ Uiだから, p ∈ Ui.

p ∈ M \
k∪

j=1

Ajのとき, 任意の i ∈ {1, 2, . . . , k}に対して

∪
j ̸=i

Aj ⊂
k∪

j=1

Aj.

よって,

p ∈ M \
k∪

j=1

Aj

⊂ M \
∪
j ̸=i

Aj

= Ui.

したがって, {Ui}ki=1はM の開被覆.

(2) {Ui}ki=1はM の有限開被覆だから, 次の (i)～(iii)をみたす 1の分割 {fi}ki=1が存在する.

(i) 任意の p ∈ M に対して 0 ≤ fi(p) ≤ 1 (i = 1, 2, . . . , k).

(ii) supp(fi) ⊂ Ui (i = 1, 2, . . . , k).

(iii) 任意の p ∈ M に対して
k∑

i=1

fi(p) = 1.

Uiの定義および (ii)より, 任意の i ∈ {1, 2, . . . , k} に対して j ∈ {1, 2, . . . , k}, j ̸= iとす
ると,

fi(p) = 0 (p ∈ Aj).

よって, (iii)より, 任意の i ∈ {1, 2, . . . , k}に対して

fi(p) = 1 (p ∈ Ai).

したがって,

f =
k∑

i=1

aifi

とおけばよい.


