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§10. e接続とm接続
§9において扱ったように, 統計的モデルの α接続は α = 0のときは Fisher計量に関する Levi-

Civita接続であった. 一方, 統計的モデルの典型的な例として, 指数型分布族と混合型分布族と
いうものが挙げられる. ここでは, それぞれの統計的モデルに対する α接続が, α = 1あるいは
α = −1のときにどのようなものになるかを調べよう.

まず, 指数型分布族について述べよう.

定義 Ωを高々可算集合またはRkとし, SをΩ上の n次元統計的モデルとする. SはΩ上の実
数値関数C,F1, F2, . . . , FnおよびRnの開集合Θ上の実数値関数 ψを用いて,

S = {p(x; θ)|θ ∈ Θ},

p(x; θ) = exp

(
C(x) +

n∑
i=1

θiFi(x)− ψ(θ)

)
(θ = (θ1, θ2, . . . , θn)) (∗)

と表されるとき, 指数型分布族という. このとき, θを自然座標系という.

注意 上の定義において, p(x; θ)は確率関数または密度関数であるから,∫
Ω

p(x; θ)dx = 1

である. よって, ψは

ψ(θ) = log

∫
Ω

exp

(
C(x) +

n∑
i=1

θiFi(x)

)
dx

によりあたえられる.

§5において現れた統計的モデルの例はすべて指数型分布族であることが分かる. ここでは, 有
限集合上の統計的モデルの場合について述べよう.

例 (n+ 1)個の元からなる有限集合

Ω = {x0, x1, x2, . . . , xn}

上の n次元統計的モデル Sを
S = {p(x; ξ)|ξ ∈ Ξ},

Ξ =

{
(ξ1, ξ2, . . . , ξn)

∣∣∣∣∣ξ1, ξ2, . . . , ξn > 0,
n∑

i=1

ξi < 1

}
,

p(xi; ξ) =


ξi (i = 1, 2, . . . , n),

1−
n∑

j=1

ξj (i = 0)

により定める.

ここで,

Fi(x) =

{
1 (x = xi),

0 (その他)

とおく.
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このとき,

log p(x; ξ) =
n∑

i=0

Fi(x) log p(xi; ξ)

=
n∑

i=1

Fi(x) log p(xi; ξ) +

(
1−

n∑
i=1

Fi(x)

)
log p(x0; ξ)

=
n∑

i=1

Fi(x) log
p(xi; ξ)

p(x0; ξ)
+ log p(x0; ξ)

=
n∑

i=1

Fi(x) log
ξi

1−
n∑

j=1

ξj

+ log

(
1−

n∑
i=1

ξi

)
.

よって,

C(x) = 0 (x ∈ Ω),

θi = log
ξi

1−
n∑

j=1

ξj

(i = 1, 2, . . . , n),

ψ(θ) = log

(
1 +

n∑
i=1

exp θi

)
とおくと, Sの元は (∗)のように表される.

したがって, Sは指数型分布族である.

Sを指数型分布族とし, Sの元を (∗)のように表しておく.

このとき, §9において扱ったように, α接続∇(α) に対するChristoffelの記号は

Γ
(α)
ij,k = Eθ

[(
∂i∂jlθ +

1− α

2
∂ilθ∂jlθ

)
(∂klθ)

]
(i, j, k = 1, 2, . . . , n)

によりあたえられる. ただし,

∂i =
∂

∂θi
, lθ = log p(x; θ)

である.

ここで,

∂ilθ = ∂i

(
C(x) +

n∑
j=1

θjFj(x)− ψ(θ)

)
= Fi(x)− ∂iψ(θ).

更に,

∂i∂jlθ = −∂i∂jψ(θ).

よって, α = 1とすると,

Γ
(1)
ij,k = Eθ [(−∂i∂jψ(θ))(∂klθ)]

= −∂i∂jψ(θ)Eθ [∂klθ]

= −∂i∂jψ(θ)
∫
Ω

∂kp(x; θ)dx

= 0.
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一般に, アファイン接続をもつ多様体のある局所座標系に対してChristoffelの記号がすべて 0と
なるとき, その局所座標系をアファイン座標系という. また, 各点の近傍でアファイン座標系が
存在するとき, アファイン接続は平坦であるという. なお, アファイン接続が平坦であることと
アファイン接続の捩率と曲率がともに 0となることとは同値であることが知られている.

上の計算より, θは∇(1)に関してアファイン座標系となり, ∇(1)は平坦である.

このことから, ∇(1)を指数型接続または e接続という. また, ∇(1)を∇(e)とも表す.

次に, 混合型分布族について述べよう.

定義 Ωを高々可算集合またはRkとし, SをΩ上の n次元統計的モデルとする. SはΩ上の確
率関数または密度関数 p0, p1, p2, . . . , pnを用いて,

S = {p(x; θ)|θ ∈ Θ},

p(x; θ) =
n∑

i=1

θipi(x) +

(
1−

n∑
i=1

θi

)
p0(x) (θ = (θ1, θ2, . . . , θn)) (∗∗)

と表されるとき, 混合型分布族という. このとき, θを混合座標系という.

例 上の 1つめの例においても現れた有限集合上の統計的モデル S は混合型分布族でもある.

実際, i = 0, 1, 2, . . . , nに対して

pi(x) =

{
1 (x = xi),

0 (その他)

とおくと, p0, p1, p2, . . . , pnはΩ上の確率関数で,

p(x; ξ) =
n∑

i=1

ξipi(x) +

(
1−

n∑
i=1

ξi

)
p0(x)

と表されるからである.

Sを混合型分布族とし, Sの元を (∗∗)のように表しておく.

このとき,

∂ilθ =
pi(x)− p0(x)

p(x; θ)
.

更に,

∂i∂jlθ = −(pi(x)− p0(x))(pj(x)− p0(x))

(p(x; θ))2
.

よって, α = −1とすると,

Γ
(−1)
ij,k = Eθ [(∂i∂jlθ + ∂ilθ∂jlθ) (∂klθ)]

= 0.

よって, θは∇(−1)に関してアファイン座標系となり, ∇(−1)は平坦である.

このことから, ∇(−1)を混合型接続またはm接続という. また, ∇(−1)を∇(m)とも表す.
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関連事項 10. 局所対称アファイン接続
アファイン接続の平坦性は局所対称性というものへ一般化することができる.

まず, 関連事項 3においても述べたアファイン変換を用いて, 点対称というものを考えることが
できる.

M をC∞級多様体, ∇をM のアファイン接続とし, p ∈ M とする. pのある近傍で定義された
アファイン変換 spは次の (1), (2)をみたすとき, pにおける点対称という.

(1) sp(p) = p.

(2) (dsp)p = −1TpM .

そこで, M の各点において点対称が存在するとき, ∇は局所対称であるという. また, 局所対称
なアファイン接続をもつ多様体をアファイン局所対称空間という.

アファイン接続が局所対称であることとそのアファイン接続が捩れをもたず, 曲率が平行であ
ることとは同値であることが分かる. すなわち, T,Rをそれぞれ∇の捩率, 曲率とすると, ∇が
局所対称であることと T = 0かつ∇R = 0であることとは同値である. 特に, 平坦なアファイン
接続は局所対称である.

また, Mの各点においてM全体で定義された点対称が存在するとき, Mをアファイン対称空間
という.

§3においても扱ったように, アファイン接続をもつ多様体に対しては測地線というものを考え
ることができる. ∇に関するM上の任意の測地線がR全体で定義することができるとき, ∇あ
るいはM は完備であるという. アファイン対称空間は完備である. 実際, 点対称を用いること
により, 測地線をR全体で定義することができるからである. 逆に, 完備で単連結なアファイン
局所対称空間はアファイン対称空間であることが分かる.

更に, Mをアファイン対称空間とすると, Mのアファイン変換群はMの上に推移的に作用する
ことが分かる. よって, アファイン対称空間は等質空間というものになる.

Riemann多様体に対してLevi-Civita接続を考えたときのアファイン局所対称空間やアファイン
対称空間はそれぞれRiemann局所対称空間, Riemann対称空間という. Levi-Civita接続は捩れ
をもたないから, Riemann多様体が Riemann局所対称空間であるためには Levi-Civita接続の
曲率が平行であればよい. また, Riemann局所対称空間の点対称は等長的であることが分かる.

Riemann対称空間の例を幾つか挙げよう.

まず, Rnを標準内積を用いることにより, Riemann多様体とみなそう. このとき, RnはRiemann

対称空間である. 各 p ∈ Rnに対して, pにおける点対称 spは

sp(x) = 2p− x (x ∈ Rn)

によりあたえられる.

次に, 原点中心, 半径 1の n次元球面 Snを考えよう. Snは Riemann多様体Rn+1の部分多様
体となるから, はめ込みによる誘導計量を考えることによりRiemann多様体となる. このとき,

SnはRiemann対称空間である. 各 p ∈ Snに対して, pにおける点対称 spは

sp(x) = −x+ 2⟨x, p⟩p (x ∈ Sn)

によりあたえられる. ただし, ⟨ , ⟩はRn+1の標準内積である.


