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§5. 線形写像
ここでは, 線形写像に関する基本的事項について簡単に述べておこう.

定義 U, V をベクトル空間, f を U から V への写像とする. f は次の (1), (2)をみたすとき, 線
形写像という.

(1) 任意の u, v ∈ U に対して f(u + v) = f(u) + f(v).

(2) 任意の c ∈ Rおよび任意の u ∈ U に対して f(cu) = cf(u).

上の (2)より, 線形写像は零ベクトルを零ベクトルへ写すことが分かる.

また, すべてのベクトルを零ベクトルへ写す写像は上の (1), (2)をみたすから, 線形写像となる.

これを零写像という.

例 m × n行列Aを固定しておき, RnからRmへの写像 fAを行列の積を用いて,

fA(x) = Ax (x ∈ Rn)

により定める.

このとき, fAは上の (1), (2)の性質をみたすことが分かるから, 線形写像となる.

実は, RnからRmへの線形写像はすべて上の例のようにして得られる.

命題 f をRnからRmへの線形写像とする. このとき, あるm × n行列Aが存在し,

f(x) = Ax (x ∈ Rn)

と表される.

証明 {e1, e2, . . . , en}, {e′1, e′2, . . . , e′m}をそれぞれRn,Rmの標準基底とする.

このとき, 各 j = 1, 2, . . . , nに対して f(ej)を e′1, e
′
2, . . . , e

′
mの 1次結合で

f(ej) = a1je
′
1 + a2je

′
2 + · · · + amje

′
m (a1j, a2j, . . . , amj ∈ R)

と表すことができる.

よって, x =


x1

x2

...

xn

 ∈ Rn として, 線形写像の性質を用いると,

f(x) = f(x1e1 + x2e2 + · · · + xnen)

= x1(a11e
′
1 + a21e

′
2 + · · · + am1e

′
m) + x2(a12e

′
1 + a22e

′
2 + · · · + am2e

′
m) + · · ·

+ xn(a1ne
′
1 + a2ne

′
2 + · · · + amne′m)

=


a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn

...

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn

 .

したがって, (i, j)成分が aijのm × n行列をAとおけばよい. �

ベクトル空間Uからベクトル空間 V への線形写像 fに対して, f(U), f−1({0})をそれぞれ Imf ,

Kerf と表すことが多い. また, f−1({0})を f の核ともいう.
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f の像および核について次がなりたつ.

定理 Imf は V の部分空間.

Kerf は U の部分空間.

以下ではベクトル空間は有限次元であるとする.

f をベクトル空間U からベクトル空間 V への線形写像, {u1, u2, . . . , un}, {v1, v2, . . . , vm}をそれ
ぞれ U, V の基底とする. このとき, m × n行列Aを用いて,

(f(u1), f(u2), . . . , f(un)) = (v1, v2, . . . , vm)A

と表すことができる. v1, v2, . . . , vmは 1次独立だから, このようなAは一意的に定まる. Aを基
底 {u1, u2, . . . , un}, {v1, v2, . . . , vm}に関する f の表現行列という.

次の例から分かるように, 上の例において扱った行列Aの定める自然な線形写像 fAの表現行列
は標準基底に関してはAそのものとなる.

例 Aを (i, j)成分が aijのm × n行列とし, RnからRmへの線形写像 fAを

fA(x) = Ax (x ∈ Rn)

により定める.

{e1, e2, . . . , en}, {e′1, e′2, . . . , e′m}をそれぞれRn,Rm の標準基底とすると,

(fA(e1), fA(e2), . . . , fA(en)) =




a11

a21

...

am1

 ,


a12

a22

...

am2

 , . . . ,


a1n

a2n

...

amn




= (e′1, e
′
2, . . . , e

′
m)A.

よって, Rn,Rmの標準基底に関する fAの表現行列はA.

表現行列は基底に依存するものである. まず, 基底の取り替えを行列を用いて表してみよう.

V を n次元のベクトル空間とする. V の基底を 1組選んでおき, {u1, u2, . . . , un}とする.

基底の定義より, V の任意のベクトル xは

x = x1u1 + x2u2 + · · · + xnun (x1, x2, . . . , xn ∈ R)

と一意的に表される. x1, x2, . . . , xnを基底 {u1, u2, . . . , un}に関する xの成分という.

例 {e1, e2, . . . , en}をRnの標準基底とし, x =


x1

x2

...

xn

 ∈ Rnとする. このとき,

x = x1e1 + x2e2 + · · · + xnen

だから, 標準基底 {e1, e2, . . . , en}に関する xの成分は x1, x2, . . . , xnである.

n次元ベクトル空間 V の基底を 2組選んでおき, {u1, u2, . . . , un}, {v1, v2, . . . , vn}とする.

各 i = 1, 2, . . . , nに対して, 基底 {u1, u2, . . . , un}に関する viの成分を p1i, p2i, . . . , pniとし, pijを
(i, j)成分とする n次の正方行列を P とおくと,

(v1, v2, . . . , vn) = (u1, u2, . . . , un)P
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と表すことができる. P を基底変換 {u1, u2, . . . , un} → {v1, v2, . . . , vn}の基底変換行列という.

基底変換行列は正則行列で, 1つの基底変換に対して一意的に定まることが分かる.

逆に, P を初めに選んでおき, 上の式で v1, v2, . . . , vnを定めることができる.

では, 基底変換によって表現行列がどのように変わるのかを見てみよう.

定理 fをベクトル空間Uからベクトル空間V への線形写像, {u1, u2, . . . , un}, {u′
1, u

′
2, . . . , u

′
n}を

Uの基底, Pを基底変換{u1, u2, . . . , un} → {u′
1, u

′
2, . . . , u

′
n}の基底変換行列, {v1, v2, . . . , vm}, {v′

1,

v′
2, . . . , v

′
m}をV の基底, Qを基底変換 {v1, v2, . . . , vm} → {v′

1, v
′
2, . . . v

′
m}の基底変換行列, Aを基

底{u1, u2, . . . , un}, {v1, v2, . . . , vm}に関する fの表現行列, Bを基底{u′
1, u

′
2, . . . , u

′
n}, {v′

1, v
′
2, . . . ,

v′
m}に関する f の表現行列とする. このとき,

B = Q−1AP.

証明 P の (i, j)成分を pijとおき, 定義に従って計算すると,

(f(u′
1), f(u′

2), . . . , f(u′
n))

= (f(p11u1 + p21u2 + · · · + pn1un), . . . , f(p1nu1 + p2nu2 + · · · + pnnun))

= (p11f(u1) + p21f(u2) + · · · + pn1f(un), . . . , p1nf(u1) + p2nf(u2) + · · · + pnnf(un))

= (f(u1), f(u2), . . . , f(un))P

= (v1, v2, . . . , vm)AP.

一方,

(f(u′
1), f(u′

2), . . . , f(u′
n)) = (v′

1, v
′
2, . . . , v

′
m)B

= (v1, v2, . . . , vm)QB.

よって,

(v1, v2, . . . , vm)AP = (v1, v2, . . . , vm)QB.

v1, v2, . . . , vmは 1次独立だから,

AP = QB.

基底変換行列は正則だから,

B = Q−1AP.

�

ベクトル空間Uの線形変換,すなわちUからU自身への線形写像に対して, Uの基底{u1, u2, . . . ,

un}, {u1, u2, . . . , un}に関する表現行列を単に基底 {u1, u2, . . . , un}に関する表現行列ということ
にする. 上の定理を線形変換の場合に適用すると, 次が得られる.

定理 f をベクトル空間 U の線形変換, {u1, u2, . . . , un}, {u′
1, u

′
2, . . . , u

′
n}を U の基底, P を基底

変換 {u1, u2, . . . , un} → {u′
1, u

′
2, . . . , u

′
n}の基底変換行列, Aを基底 {u1, u2, . . . , un}に関する f

の表現行列, Bを基底 {u′
1, u

′
2, . . . , u

′
n}に関する f の表現行列とする. このとき,

B = P−1AP.
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問題 5

1. U, V, W をベクトル空間, fをUから V への線形写像, gを V からW への線形写像とする. こ
のとき, 合成写像 g ◦ f は線形写像であることを示せ.

2. f をベクトル空間 U からベクトル空間 V への線形写像とする. Kerf = {0}であることと f

が単射であることとは同値であることを示せ.

3. f, gをベクトル空間 U からベクトル空間 V への線形写像とし, c ∈ Rとする. このとき, U

から V への写像 f + g, cf をそれぞれ

(f + g)(u) = f(u) + g(u), (cf)(u) = cf(u) (u ∈ U)

により定めると, f + g, cf は線形写像となり, U から V への線形写像全体はベクトル空間と
なることが分かる.

{u1, u2, . . . , un}, {v1, v2, . . . , vm}をそれぞれ U, V の基底, A,Bをそれぞれ基底 {u1, u2, . . . ,

un}, {v1, v2, . . . , vm}に関する f, gの表現行列とする. 基底 {u1, u2, . . . , un}, {v1, v2, . . . , vm}
に関する f + g, cf の表現行列を求めよ.

4. U, V, W をベクトル空間, f を U から V への線形写像, gを V からW への線形写像とする.

{u1, u2, . . . , un}, {v1, v2, . . . , vm}, {w1, w2, . . . , wl} をそれぞれ U, V, W の基底, Aを基底 {u1,

u2, . . . , un}, {v1, v2, . . . , vm}に関するfの表現行列, Bを基底{v1, v2, . . . , vm}, {w1, w2, . . . , wl}
に関する gの表現行列とする.

(1) 基底 {u1, u2, . . . , un}, {w1, w2, . . . , wl} に関する合成写像 g ◦ f の表現行列を求めよ.

(2) f が全単射であるとき, f の逆写像 f−1は V からUへの線形写像で, m = nとなることが
分かる. このとき, f を同型写像といい, U と V は同型であるという.

f が同型写像のとき, 基底 {v1, v2, . . . , vn}, {u1, u2, . . . , un}に関する f−1の表現行列を求
めよ.

5. {u1, u2, . . . , un}, {v1, v2, . . . , vn}, {w1, w2, . . . , wn} を n次元ベクトル空間 V の基底, P, Qをそ
れぞれ基底変換 {u1, u2, . . . , un} → {v1, v2, . . . , vn}, {v1, v2, . . . , vn} → {w1, w2, . . . , wn}の基
底変換行列とする. 基底変換 {u1, u2, . . . , un} → {w1, w2, . . . , wn}の基底変換行列を求めよ.
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問題 5の解答
1. まず, u, v ∈ U とすると,

(g ◦ f)(u + v) = g(f(u + v))

= g(f(u) + f(v))

= g(f(u)) + g(f(v))

= (g ◦ f)(u) + (g ◦ f)(v).

次に, c ∈ R, u ∈ U とすると,

(g ◦ f)(cu) = g(f(cu))

= g(cf(u))

= cg(f(u))

= c(g ◦ f)(u).

よって, g ◦ f は線形写像.

2. まず, Kerf = {0}であると仮定する.

u, v ∈ V が
f(u) = f(v)

をみたすとすると, f は線形写像だから,

f(u − v) = 0.

仮定より,

u − v = 0.

すなわち,

u = v.

よって, f は単射.

逆に, f が単射であると仮定する.

u ∈ Kerf とすると,

f(u) = 0

= f(0).

仮定より,

u = 0.

よって,

Kerf = {0}.

3. まず,

(f(u1), f(u2), . . . , f(un)) = (v1, v2, . . . , vm)A,

(g(u1), g(u2), . . . , g(un)) = (v1, v2, . . . , vm)B
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だから,

((f + g)(u1), (f + g)(u2), . . . , (f + g)(un))

= (f(u1) + g(u1), f(u2) + g(u2), . . . , f(un) + g(un))

= (f(u1), f(u2), . . . , f(un)) + (g(u1), g(u2), . . . , g(un))

= (v1, v2, . . . , vm)A + (v1, v2, . . . , vm)B

= (v1, v2, . . . , vm)(A + B).

よって, 基底 {u1, u2, . . . , un}, {v1, v2, . . . , vm} に関する f + gの表現行列はA + B.

また,

((cf)(u1), (cf)(u2), . . . , (cf)(un)) = (cf(u1), cf(u2), . . . , cf(un))

= c(f(u1), f(u2), . . . , f(un))

= c(v1, v2, . . . , vm)A

= (v1, v2, . . . , vm)(cA).

よって, 基底 {u1, u2, . . . , un}, {v1, v2, . . . , vm} に関する cf の表現行列は cA.

4. (1) Aの (k, i)成分を aki, Bの (j, k)成分を bjkとすると, i = 1, 2, . . . , nのとき,

(g ◦ f)(ui) = g(f(ui))

= g(a1iv1 + a2iv2 + · · · + amivm)

=
m∑

k=1

akig(vk)

=
m∑

k=1

aki

l∑
j=1

bjkwj

=
l∑

j=1

m∑
k=1

bjkakiwj

ここで,
m∑

k=1

bjkakiはBA の (j, i)成分.

よって, 求める表現行列はBA.

(2) 求める表現行列をBとする.

恒等写像に対する表現行列は単位行列となるから, (1)と合わせると, BA, ABはともに n

次単位行列.

よって, B = A−1.

5. P, Qはそれぞれ

(v1, v2, . . . , vn) = (u1, u2, . . . , un)P, (w1, w2, . . . , wn) = (v1, v2, . . . , vn)Q

により定まるから,

(w1, w2, . . . , wn) = (u1, u2, . . . , un)PQ.

よって, 求める基底変換行列は PQ.


