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§3. 全体集合
実際に集合を用いて数学を記述する場合は基礎となる集合を 1つ固定しておき, その他の集合
はその部分集合として表される場合が多い. このとき, 基礎となる集合を普遍集合または全体集
合という.

例 1変数の微分積分では関数はRの部分集合で定義される. このとき, Rは全体集合で, Rの
部分集合としては区間, 特に開区間や閉区間を考えることが多い.

線形代数では行列の計算のみを行うのであれば, 特に集合や写像の概念を強調する必要はない
が, 先に進むに従ってこれらの言葉は必要不可欠となる. ここでは, R上のベクトル空間のみを
考えることにする.

定義 V を集合とし, u, v, w ∈ V , a, b ∈ Rとする. V に和という演算

u + v ∈ V

およびスカラー倍という演算
au ∈ V

が定められ, 次の (1)～(8)がなりたつとき, V をR上のベクトル空間という.

(1) u + v = v + u (交換律).

(2) (u + v) + w = u + (v + w) (結合律).

(3) ある 0 ∈ V が存在し, 任意の uに対して u + 0 = 0 + u = uがなりたつ.

(4) a(bu) = (ab)u (結合律).

(5) (a + b)u = au + bu (分配律).

(6) a(u + v) = au + av (分配律).

(7) 1u = u.

(8) 0u = 0.

ベクトル空間の元に対する演算においては, 通常の数の場合と同様の表し方が用いられる. 例え
ば, ベクトル空間の元 u, vに対して u + (−1)vを u − vと表す.

線形代数では 1つのベクトル空間を全体集合として固定しておき, その部分集合としては部分
空間というものを考えることが多い.

定義 W をベクトル空間 V の部分集合とする. W は V の和およびスカラー倍により, ベクト
ル空間となるとき, V の部分空間という.

Xを全体集合, AをXの部分集合とする. X \ AをAcと表し, Aの補集合という. 定義より,

Ac = {x ∈ X|x 6∈ A}

と表されるが, Xを全体集合としているので, 単に

Ac = {x|x 6∈ A}

と表してもよい.

次は明らかであろう.

命題 Xを全体集合, AをXの部分集合とすると, 次の (1)～(5) がなりたつ.
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(1) A ∪ Ac = X.

(2) A ∩ Ac = ∅.
(3) (Ac)c = A.

(4) Xc = ∅.
(5) ∅c = X.

例 Xを全体集合, A, BをXの部分集合とすると,

(A ∪ B) ∩ (A ∪ Bc) = {A ∩ (A ∪ Bc)} ∪ {B ∩ (A ∪ Bc)} (分配律)

= {(A ∪ Bc) ∩ A} ∪ {(A ∪ Bc) ∩ B} (交換律)

= (A ∩ A) ∪ (Bc ∩ A) ∪ (A ∩ B) ∪ (Bc ∩ B) (分配律)

= A ∪ (Bc ∩ A) ∪ (B ∩ A) ∪ ∅ (交換律と上の命題の (2))

= A ∪ {(Bc ∪ B) ∩ A} (分配律)

= A ∪ (X ∩ A) (交換律と上の命題の (1))

= A ∪ A

= A.

よって,

(A ∪ B) ∩ (A ∪ Bc) ∩ (Ac ∪ B) = A ∩ (Ac ∪ B)

= (Ac ∪ B) ∩ A (交換律)

= (Ac ∩ A) ∪ (B ∩ A) (分配律)

= ∅ ∪ (A ∩ B) (交換律と上の命題の (2))

= A ∩ B.

命題「P ならばQ」に対して命題「Qでないならば P でない」を元の命題の対偶という. 元の
命題が真ならば, その対偶も真である. この事実は数学的な命題を証明する際に用いると便利な
場合がある.

命題 X を全体集合, A,BをX の部分集合とする. A ⊂ BであることとAc ⊃ Bcであること
とは同値.

証明 A ⊂ Bであるとは x ∈ Aならば x ∈ Bとなることである.

この対偶を取ると, x 6∈ Bならば x 6∈ A.

すなわち, x ∈ Bcならば x ∈ Acだから, Bc ⊂ Ac.

よって, 命題が証明された. �
更に, 補集合に関して次がなりたつ.

de Morganの法則 Xを全体集合, A,BをXの部分集合とすると, 次の (1), (2)がなりたつ.

(1) (A ∪ B)c = Ac ∩ Bc.

(2) (A ∩ B)c = Ac ∪ Bc.

証明 (1): 左辺を変形すると,

(A ∪ B)c = {x|x 6∈ A ∪ B}
= {x|x 6∈ Aかつ x 6∈ B}
= {x|x ∈ Acかつ x ∈ Bc}
= Ac ∩ Bc.
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(2): 左辺を変形すると,

(A ∩ B)c = {x|x 6∈ A ∩ B}
= {x|x 6∈ Aまたは x 6∈ B}
= {x|x ∈ Acまたは x ∈ Bc}
= Ac ∪ Bc.

�

命題 Xを全体集合, A,BをXの部分集合とすると,

A \ B = (A ∪ B) \ B = A \ (A ∩ B) = A ∩ Bc.

証明 まず,

A ⊂ A ∪ B

だから,

A \ B ⊂ (A ∪ B) \ B.

逆に, x ∈ (A ∪ B) \ Bとすると, x ∈ A ∪ Bかつ x 6∈ B.

よって, x ∈ Aかつ x 6∈ B. すなわち, x ∈ A \ B.

したがって,

(A ∪ B) \ B ⊂ A \ B.

以上より,

A \ B = (A ∪ B) \ B.

次に,

A ∩ B ⊂ B

だから,

A \ B ⊂ A \ (A ∩ B).

逆に, x ∈ A \ (A ∩ B)とすると, x ∈ Aかつ x 6∈ A ∩ B.

よって, x ∈ Aかつ x ∈ (A ∩ B)c.

de Morganの法則より, (A ∩ B)c = Ac ∪ Bcだから, x ∈ Aかつ x ∈ Bc. すなわち, x ∈ A \ B.

したがって,

A \ (A ∩ B) ⊂ A \ B.

以上より,

A \ B = A \ (A ∩ B).

更に,

A \ B = {x|x ∈ Aかつ x 6∈ B}
= {x|x ∈ Aかつ x ∈ Bc}
= A ∩ Bc.

�
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問題 3

1. Xを全体集合, A,B, CをXの部分集合とする. 問題 2においても現れた対称差に関して次
の (1)～(4)がなりたつことを示せ.

(1) A 	 X = Ac.

(2) A 	 Ac = X.

(3) A 	 B = (A ∪ B) \ (A ∩ B).

(4) (A 	 B) 	 C = A 	 (B 	 C). すなわち, 対称差は結合律をみたす.

2. A,Bを集合とすると, A 	 Y = Bをみたす集合 Y が一意的に存在することを示せ.

3. A1, A2, B1, B2を集合とする. A1 	 A2 = B1 	 B2ならば, A1 	 B1 = A2 	 B2 であることを
示せ.
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問題 3の解答
1. (1) 対称差の定義より,

A 	 X = (A \ X) ∪ (X \ A)

= ∅ ∪ Ac

= Ac.

(2) 対称差の定義より,

A 	 Ac = (A \ Ac) ∪ (Ac \ A)

= {A ∩ (Ac)c} ∪ (Ac ∩ Ac)

= (A ∩ A) ∪ Ac

= A ∪ Ac

= X.

(3) 右辺を変形すると,

(A ∪ B) \ (A ∩ B) = (A ∪ B) ∩ (A ∩ B)c

= (A ∪ B) ∩ (Ac ∪ Bc) (de Morganの法則)

= {A ∩ (Ac ∪ Bc)} ∪ {B ∩ (Ac ∪ Bc)} (分配律)

= {(Ac ∪ Bc) ∩ A} ∪ {(Ac ∪ Bc) ∩ B} (交換律)

= (Ac ∩ A) ∪ (Bc ∩ A) ∪ (Ac ∩ B) ∪ (Bc ∩ B) (分配律)

= ∅ ∪ (A ∩ Bc) ∪ (B ∩ Ac) ∪ ∅ (交換律)

= (A \ B) ∪ (B \ A)

= A 	 B.

(4) (3)より,

(A 	 B)c = {(A ∪ B) \ (A ∩ B)}c

= {(A ∪ B) ∩ (A ∩ B)c}c

= (A ∪ B)c ∪ (A ∩ B) (de Morganの法則)

= (Ac ∩ Bc) ∪ (A ∩ B) (de Morganの法則).

よって,

(A 	 B) 	 C = {(A 	 B) \ C} ∪ {C \ (A 	 B)}
= [{(A \ B) ∪ (B \ A)} ∩ Cc] ∪ {C ∩ (A 	 B)c}
= [{(A ∩ Bc) ∪ (B ∩ Ac)} ∩ Cc] ∪ [{(Ac ∩ Bc) ∪ (A ∩ B)} ∩ C]

(交換律)

= (A ∩ Bc ∩ Cc) ∪ (B ∩ Ac ∩ Cc) ∪ (Ac ∩ Bc ∩ C) ∪ (A ∩ B ∩ C)

(分配律)

= (A ∩ Bc ∩ Cc) ∪ (Ac ∩ B ∩ Cc) ∪ (Ac ∩ Bc ∩ C) ∪ (A ∩ B ∩ C)

(交換律).



§3. 全体集合 6

同様に,

A 	 (B 	 C) = (B 	 C) 	 A (対称差に関する交換律)

= (B ∩ Cc ∩ Ac) ∪ (Bc ∩ C ∩ Ac) ∪ (Bc ∩ Cc ∩ A) ∪ (B ∩ C ∩ A).

和集合と共通部分に関する交換律より,

(A 	 B) 	 C = A 	 (B 	 C).

2. A 	 Y = Bをみたす集合 Y が存在すると仮定する.

Aと上の式の両辺の対称差を取ると, 対称差に関する結合律より,

A 	 B = A 	 (A 	 Y )

= (A 	 A) 	 Y

= ∅ 	 Y (A 	 A = ∅)
= Y 	 ∅ (対称差に関する交換律)

= Y (Y 	 ∅ = Y ).

逆に, Y = A 	 Bとおくと,

A 	 Y = A 	 (A 	 B)

= (A 	 A) 	 B

= ∅ 	 B

= B.

よって, A 	 Y = Bをみたす集合 Y は一意的に存在し, Y = A 	 B.

3. 仮定より,

{A1 	 (A1 	 A2)} 	 B2 = {A1 	 (B1 	 B2)} 	 B2. (∗)

(∗)の左辺を変形すると, 対称差に関する結合律より,

{A1 	 (A1 	 A2)} 	 B2 = (A1 	 A1) 	 (A2 	 B2)

= ∅ 	 (A2 	 B2)

= A2 	 B2.

(∗)の右辺を変形すると, 対称差に関する結合律より,

{A1 	 (B1 	 B2)} 	 B2 = (A1 	 B1) 	 (B2 	 B2)

= (A1 	 B1) 	 ∅
= A1 	 B1.

よって,

A1 	 B1 = A2 	 B2.


