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§4. 多様体上の関数
Cr級多様体に対しては, その上の Cs級関数というものを考えることができる. ただし, s ≤ r

である.

定義 (M,S)をCr級多様体, f をM で定義された関数とし,

s ∈ {0, 1, 2, . . . } ∪ {∞}, 0 ≤ s ≤ r (∗)

とする. 任意の (U,φ) ∈ Sに対して φ(U)で定義された関数

f ◦ φ−1 : φ(U) → R

がCs級のとき, f はCs級であるという.

M 上のCs級関数全体の集合をCs(M)と表す.

注意 上のように条件 (∗)を要請する理由は次の通りである.

(M,S)をCr級多様体とし, f をM で定義された関数とする.

(U,φ), (V, ψ) ∈ Sとし, U ∩ V ̸= ∅であると仮定しよう.

このとき, φ(U ∩ V )で定義された関数

f ◦ φ−1 : φ(U ∩ V ) → R

および ψ(U ∩ V )で定義された関数

f ◦ ψ−1 : ψ(U ∩ V ) → R

が定まる.

ここで,

f ◦ φ−1 = f ◦ (ψ−1 ◦ ψ) ◦ φ−1

= (f ◦ ψ−1) ◦ (ψ ◦ φ−1).

また, M はCr級多様体だから, (U,φ)から (V, ψ)への座標変換 ψ ◦ φ−1はCr級である.

一般に Cr級写像と Cr級写像の合成は Cr級となるが, それ以上の微分可能性については何も
保証されない. よって, 条件 (∗)を要請しないと, Cs級であるという定義がwell-defined とはな
らないのである.

以下では特に断らない限り, Cr級多様体上のCs級関数について考えるときは条件 (∗)はみたさ
れているとする.

§2において, 多様体に対する様々な概念は同値な座標近傍系に対しては不変な概念となる, とい
うことを述べた. Cs級関数はそのような概念である.

定理 M を位相多様体, S, T をM の同値な Cr級座標近傍系とする. f が Sに関して Cs級な
らば, f は T に関してもCs級である.

例 §3において扱った, 径数付き多様体の張り合わせによって得られる多様体を考えよう.

M をRnの部分集合とし, 任意の p ∈M に対して, pを含むM のある開集合U がm次元Cr級
径数付き多様体

f : D → Rn

の像として表されているとする.
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このとき, (U, f−1)はM の座標近傍で, このような座標近傍全体の集合を S とおくと, (M,S)
はm次元Cr級多様体となるのであった.

ここで, g ∈ Cs(Rn)とし, ιをM からRnへの包含写像とする.

このとき, ιと gの合成 g ◦ ιはM で定義された関数である.

(U, f−1)を上のような座標近傍とすると, f−1(U) = Dで定義された関数

(g ◦ ι) ◦ (f−1)−1 : D → R

はCs級である.

実際,

(g ◦ ι) ◦ (f−1)−1 = g ◦ f

で, gはCs級, f はCr級, 更に sは条件 (∗)をみたすからである.

よって, g ◦ ι ∈ Cs(M)である. すなわち, Rn上のCs級関数のM への制限はCs級である.

Rn上のCs級関数は非常に多く存在するから, 上の例においてはM 上のCs級関数も非常に多
く存在することになる.

しかし, 一般の Cr級多様体に対しても, その上の Cs級関数は非常に多く存在することが分か
る. このことを示すには, 次の関数が基本となる.

Rで定義された関数 aを

a(x) =

{
e−

1
x (x > 0),

0 (x ≤ 0)

により定める.

k = 0, 1, 2, . . . とすると, kに関する数学的帰納法を用いることにより, x > 0のとき,

a(k)(x) = Pk

(
1

x

)
e−

1
x

と表されることが分かる. ただし, Pk

(
1

x

)
は 1

x
の多項式である.

実際, k = 0のときは
P0

(
1

x

)
= 1

で, k = lのときに上のように表されると仮定すると,

a(l+1)(x) = (a(l)(x))′

=

(
Pl

(
1

x

)
e−

1
x

)′

= − 1

x2
P ′
l

(
1

x

)
e−

1
x + Pl

(
1

x

)(
1

x2
e−

1
x

)
=

1

x2

(
−P ′

l

(
1

x

)
+ Pl

(
1

x

))
e−

1
x

となるからである.

ここで, n = 0, 1, 2, . . . のとき,

lim
x→+0

e−
1
x

xn
= lim

y→+∞

yn

ey

= 0
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だから, kに関する数学的帰納法を用いることにより, a(k)(0) = 0であることが分かる.

例えば,

lim
x→0

a(x)− a(0)

x
= lim

x→0

a(x)

x

= 0

となるから, a′(0) = 0である.

aが x ̸= 0の範囲では何回でも微分可能であることと合わせると, 次がなりたつ.

定理 aはC∞級.

上の aを用いて, Rで定義された関数 bを

b(x) =
a(x)

a(x) + a(1− x)
(x ∈ R)

により定める.

定理 bはC∞級で,

b(x) = 0 (x ≤ 0), 0 < b(x) < 1 (0 < x < 1), b(x) = 1 (x ≥ 1).

更に, ε > 0を固定しておき, bを用いて, Rで定義された関数 cを

c(x) = b
(x
ε
+ 2

)
b
(
−x
ε
+ 2

)
(x ∈ R)

により定める.

定理 cはC∞級で,

c(x) = 0 (|x| ≥ 2ε), 0 < c(x) < 1 (ε < |x| < 2ε), c(x) = 1 (|x| ≤ ε).

上の cを用いることにより, 次を示すことができる.

定理 M を Cr級多様体とする. p ∈ M とし, U を pの開近傍とする. このとき, pの開近傍 V

とM 上のCr級関数 f で, 次の (1), (2)をみたすものが存在する.

(1) V ⊂ U .

(2) f(x) = 0 (x ∈M \ U), 0 ≤ f(x) < 1 (x ∈ U \ V ), f(x) = 1 (x ∈ V ).

上の定理を用いると, 局所的に定義されたCr級関数を多様体上へ拡張することができる.

定理 MをCr級多様体とする. p ∈Mとし, Uを pの開近傍, gをUで定義されたCr級関数と
する. このとき, pの開近傍 V とM 上のCr級関数 g̃で, 次の (1), (2)をみたすものが存在する.

(1) V ⊂ U .

(2) g̃(x) = 0 (x ∈M \ U), 0 ≤ |g̃(x)| < |g(x)| (x ∈ U \ V ), g̃(x) = g(x) (x ∈ V ).

証明 f を上の定理に現れたM 上のCr級関数とし,

g̃(x) =

{
f(x)g(x) (x ∈ U),

0 (x ∈M \ U)

とおけばよい. □
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問題 4

1. k = 1, 2, . . . , n+ 1とし, n次元球面

Sn = {x ∈ Rn+1|∥x∥ = 1}

で定義された関数 hkを

hk(x) = xk (x = (x1, x2, . . . , xn+1) ∈ Sn)

により定める. hkを k番目の高さ関数という.

§3において扱ったように, i = 1, 2, . . . , n+ 1とし, Snの開集合 U+
i , U

−
i をそれぞれ

U+
i = {(x1, x2, . . . , xn+1) ∈ Sn|xi > 0}, U−

i = {(x1, x2, . . . , xn+1) ∈ Sn|xi < 0}

により定め, Rnの開集合
D = {y ∈ Rn|∥y∥ < 1}

からRn+1への写像 f+
i , f

−
i をそれぞれ

f+
i (y) =

(
y1, . . . , yi−1,

√
1− ∥y∥2, yi, . . . , yn

)
,

f−
i (y) =

(
y1, . . . , yi−1,−

√
1− ∥y∥2, yi, . . . , yn

)
により定める. ただし,

y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ D

である. このとき, {(U+
i , (f

+
i )

−1), (U−
i , (f

−
i )

−1)}i=1,...,n+1は SnのC∞級座標近傍系である.

(hk ◦ f+
i )(y)および (hk ◦ f−

i )(y)を求めよ.

2. k, l = 1, 2, . . . , n+ 1とし, x = (x1, x2, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 \ {0}に対して

fkl(x) =
xkxl
∥x∥2

とおく.

(1) fklは n次元実射影空間RP n上の関数を定めることを示せ.

(2) fklが定めるRP n上の関数も簡単のため fklと表すことにする. fkl ∈ C∞(RP n)である
ことを示せ.

3. Rで定義されたC∞級関数 aを

a(x) =

{
e−

1
x (x > 0),

0 (x ≤ 0)

により定め, Rで定義されたR2に値をとるC∞級関数 f を

f(x) =
(
tan

(π
2
a(x)

)
,− tan

(π
2
a(−x)

))
(x ∈ R)

により定める. f の像を求めよ.
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問題 4の解答
1. まず,

(hk ◦ f+
i )(y) = (hk)

(
y1, . . . , yi−1,

√
1− ∥y∥2, yi, . . . , yn

)
=

{√
1− ∥y∥2 (k = i),

yk (k ̸= i).

同様に,

(hk ◦ f−
i )(y) =

{
−
√

1− ∥y∥2 (k = i),

yk (k ̸= i).

2. (1) λ ∈ R \ {0}, x = (x1, x2, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 \ {0}とすると,

λx = (λx1, λx2, . . . , λxn+1).

よって,

fkl(λx) =
(λxk)(λxl)

∥λx∥2

=
xkxl
∥x∥2

= fkl(x).

したがって, fklはRP n上の関数を定める.

(2) i = 1, 2, . . . , n+ 1とし, RP nの開集合 Uiを

Ui = {π(x)|x = (x1, x2, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 \ {0}, xi ̸= 0}

により定める. ただし,

π : Rn+1 \ {0} → RP n

は自然な射影である.

更に, Ui上の局所座標系 φiを

φi(p) =

(
x1
xi
, . . . ,

xi−1

xi
,
xi+1

xi
, . . . ,

xn+1

xi

)
(p = π(x) ∈ Ui, x = (x1, x2, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 \ {0})

により定める.

このとき, {(Ui, φi)}i=1,...,n+1はRP nのC∞級座標近傍系である.

ここで,

x = (x1, x2, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 \ {0}, xi ̸= 0

とすると,

xkxl
∥x∥2

=

xk
xi

xl
xi(

x1
xi

)2

+ · · ·+
(
xi−1

xi

)2

+ 1 +

(
xi+1

xi

)2

+ · · ·+
(
xn+1

xi

)2 .
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よって, y ∈ Rnとすると, k, l < iのとき,

(fkl ◦ φ−1
i )(y) =

ykyl
∥y∥2 + 1

.

したがって, fkl ◦ φ−1
i はC∞級.

同様に, その他の場合も fkl ◦ φ−1
i はC∞級.

以上より, fkl ∈ C∞(RP n).

3. aの性質より, 求める像は

f(R) = {(x, 0)|x ≥ 0} ∪ {(0, y)|y ≤ 0}.


