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§6. Fisher計量
統計的モデルは Euclid空間の開集合を用いて径数付けられていることから, 多様体とみなすこ
とができるが, そればかりでなく Fisher計量というRiemann計量も兼ね備えている.

Ωを高々可算集合またはRkとし,

S = {p(x; ξ)|ξ ∈ Ξ}

をΩ上の n次元統計的モデルとする. このとき, ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ∈ Ξに対して

gij(ξ) =

∫
Ω

(
∂

∂ξi
log p(x; ξ)

)(
∂

∂ξj
log p(x; ξ)

)
p(x; ξ)dx (i, j = 1, 2, . . . , n)

とおく. ただし, Ωが高々可算集合の場合も和は積分の形で表すこととする. G(ξ) = (gij(ξ))と
おくと, 各 gij(ξ)が有限のとき, G(ξ)は n次実対称行列となる. G(ξ)を ξにおける Sの Fisher

情報行列という. n = 1のときは Fisher情報量ともいう.

確率関数または密度関数 p(x; ξ)の定める期待値をEξと表し,

lξ(x) = log p(x; ξ), ∂i =
∂

∂ξi

とおくと,

gij(ξ) = Eξ [∂ilξ∂jlξ]

である. 以下では, G(ξ)の各成分は有限で, ξに関してC∞級であると仮定する.

c = (c1, c2, . . . , cn) ∈ Rnとすると,

cG(ξ)tc =
n∑

i,j=1

cicjgij(ξ)

=

∫
Ω

(
n∑

i=1

ci∂ilξ

)(
n∑

j=1

cj∂jlξ

)
p(x; ξ)dx

=

∫
Ω

(
n∑

i=1

ci∂ilξ

)2

p(x; ξ)dx

≥ 0

だから, G(ξ)は半正定値である. 以下では, 更にG(ξ)は正定値であると仮定する.

Sを ξを局所座標系とする n次元多様体とみなし, p(x; ξ)における接空間を単に TξSと表すこ
とにする. G(ξ)は正定値であると仮定しているから, TξSの内積 gを

g

(
∂

∂ξi
,
∂

∂ξj

)
= gij(ξ) (i, j = 1, 2, . . . , n)

により定めることができる. このとき, gは座標近傍の選び方に依存しないことが分かるから, g

は SのRiemann計量を定める. gを情報計量または Fisher計量という.

§5において現れた統計的モデルの場合の Fisher情報行列はすべて正定値となる.

例 §5における 1つめの例を考えよう. すなわち, Sは有限集合

Ω = {x0, x1, x2, . . . , xn}
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上の n次元統計的モデルで,

Ξ =

{
(ξ1, ξ2, . . . , ξn)

∣∣∣∣∣ξ1, ξ2, . . . , ξn > 0,
n∑

i=1

ξi < 1

}
,

p(xi; ξ) =


ξi (i = 1, 2, . . . , n),

1−
n∑

j=1

ξj (i = 0)

である.

i = 1, 2, . . . , nとすると,

∂ilξ(x) =



1

ξi
(x = xi),

−1

1−
n∑

j=1

ξj

(x = x0),

0 (その他).

よって,

gij(ξ) =
n∑

k=0

∂ilξ(xk)∂jlξ(xk)p(xk; ξ)

=
δij
ξi

+
1

1−
n∑

k=1

ξk

.

ただし, δijはKroneckerの δである.

例 Poisson分布に対する確率関数を用いて表される統計的モデルの場合を考えよう. すなわ
ち, Sは可算集合

Ω = {0, 1, 2, . . . }

上の 1次元統計的モデルで,

Ξ = {ξ|ξ > 0},

p(x; ξ) = e−ξ ξ
x

x!
(x ∈ Ω)

である.

このとき,

∂1lξ(x) = −1 +
x

ξ
.

よって,

g11(ξ) =
∞∑
x=0

∂1lξ(x)∂1lξ(x)p(x; ξ)

=
∞∑
x=0

(
1− 2

x

ξ
+

x2

ξ2

)
e−ξ ξ

x

x!

=
1

ξ
.
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例 正規分布に対する密度関数を用いて表される統計的モデルの場合を考えよう. すなわち, S

はR上の 2次元統計的モデルで,

Ξ = {(µ, σ)|µ ∈ R, σ > 0},

p(x; ξ) =
1√
2πσ

exp

{
−(x− µ)2

2σ2

}
(x ∈ R)

である.

このとき, 
∂1lξ(x) =

x− µ

σ2
,

∂2lξ(x) = − 1

σ
+

(x− µ)2

σ3
.

p(x; ξ)は平均 µ, 分散 σ2の正規分布に対する密度関数であることに注意すると,

g11(ξ) =

∫
R

(
x− µ

σ2

)2

p(x; ξ)dx

=
1

σ4
σ2

=
1

σ2
.

また, ∫
R

(x− µ)4p(x; ξ)dx = −σ2

∫
R

(x− µ)3
dp

dx
dx

= −σ2
[
(x− µ)3p(x; ξ)

]+∞
−∞ + σ2

∫
R

3(x− µ)2p(x; ξ)dx

= 3σ2 · σ2

= 3σ4

だから,

g22(ξ) =

∫
R

{
− 1

σ
+

(x− µ)2

σ3

}2

p(x; ξ)dx

=

∫
R

{
1

σ2
− 2(x− µ)2

σ4
+

(x− µ)4

σ6

}
p(x; ξ)dx

=
1

σ2
− 2

σ4
σ2 +

1

σ6
· 3σ4

=
2

σ2
.

更に, g12(ξ), g21(ξ)の被積分関数は x− µについて奇関数であるから,

g12(ξ) = g21(ξ) = 0.
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関連事項 6. 体積要素
M を n次元 C∞級多様体とし, M の各点で 0とならない C∞級 n次微分形式 ωが存在すると
仮定しよう. このとき, M は向き付け可能である. 実際, M の向き付けをあたえる局所座標系
(x1, x2, . . . , xn)として

ω

(
∂

∂x1

,
∂

∂x2

, . . . ,
∂

∂xn

)
> 0

となるもの達を選んでおけばよい. 上のように向き付けられたM に対して, ωをM の体積要素
という.

逆に, M が向き付け可能で, 更にパラコンパクトならば, 1の分割を用いることにより, M の各
点で 0とならないC∞級 n次微分形式 ωが存在することが分かる.

向き付けられたRiemann多様体に対しては, Riemann計量を用いて体積要素を定めることがで
きる.

(M, g)を向き付けられたn次元C∞級Riemann多様体とし, Mの各点pに対して{v1, v2, . . . , vn}
を TpM の正の正規直交基底とする. すなわち, {v1, v2, . . . , vn}は TpM の内積 gpに関する正規
直交基底で, (x1, x2, . . . , xn)を pを含む近傍で定義された局所座標系としたとき,((

∂

∂x1

)
p

,

(
∂

∂x2

)
p

, . . . ,

(
∂

∂xn

)
p

)
= (v1, v2, . . . , vn)A

と表しておくと, detA > 0である. このとき,

ωp(v1, v2, . . . , vn) = 1

とおくと, ωpはM の体積要素 ωを定める. この ωを (M, g)の体積要素または gの体積要素と
いう.

上と同じ記号を用いて, gの体積要素を局所的に表してみよう.

まず, ωおよび行列式の定義より,

ω

(
∂

∂x1

,
∂

∂x2

, . . . ,
∂

∂xn

)
= detA.

また,

gij = g

(
∂

∂xi

,
∂

∂xj

)
とおくと,

(gij) =
tAA.

よって, detA > 0に注意すると,

detA =
√

det(gij).

したがって, gの体積要素 ωは

ω =
√

det(gij)dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn

と表すことができる.


