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§15. 指数型分布族の場合
§13において扱ったように, 指数型分布族は Fisher計量および e接続, m接続を考えると双対平
坦空間となった. 指数型分布族の双対構造についてもう少し詳しく見てみよう.

Sを指数型分布族とし,

S = {p(x; θ)|θ ∈ Θ},

p(x; θ) = exp

(
C(x) +

n∑
i=1

θiFi(x)− ψ(θ)

)
(x ∈ Ω, θ = (θ1, θ2, . . . , θn)) (∗)

と表しておく. このとき, §10において扱ったように, 自然座標系 θは e接続∇(e) = ∇(1) に関す
るアファイン座標系であった.

まず, gを Sの Fisher計量とし, gに関する θの双対座標系を求めよう.

i = 1, 2, . . . , nとすると, (∗)より,

∂

∂θi
p(x; θ) =

(
Fi(x)−

∂ψ

∂θi
(θ)

)
p(x; θ)

だから, ∫
Ω

p(x; θ)dx = 1

に注意して, 両辺をΩ上で積分すると,

0 = Eθ[Fi]−
∂ψ

∂θi
.

更に,

gij = g

(
∂

∂θi
,
∂

∂θj

)
(i, j = 1, 2, . . . , n)

とおくと, (∗)より,
∂2

∂θi∂θj
log p(x; θ) = − ∂2ψ

∂θi∂θj
(θ)

だから, ∫
Ω

(
∂

∂θi
log p(x; θ)

)
p(x; θ)dx = 0

に注意すると,

gij =

∫
Ω

(
∂

∂θi
log p(x; θ)

)(
∂

∂θj
log p(x; ξ)

)
p(x; θ)dx

=

∫
Ω

(
∂

∂θi
log p(x; θ)

)(
∂

∂θj
p(x; θ)

)
dx

= −
∫
Ω

(
∂2

∂θi∂θj
log p(x; θ)

)
p(x; θ)dx

=
∂2ψ

∂θi∂θj
.

よって,

ηi = Eθ[Fi], η = (η1, η2, . . . , ηn)

とおくと,
∂ηi
∂θj

= gij
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だから, ηは S上の局所座標系である. 更に, θと ηは gに関して互いに双対的であることも分
かる. ηを期待値座標系という. ∇(e)の双対接続はm接続∇(m) = ∇(1)だから, ηは∇(m)に関す
るアファイン座標系となる.

次に, Legendre変換

dψ =
n∑

i=1

ηidθ
i, dφ =

n∑
i=1

θidηi, ψ + φ =
n∑

i=1

θiηi

をあたえるポテンシャル ψ, φを求めよう.

まず, 上の計算より, ポテンシャル ψは (∗)における ψと同じものとして選ぶことができる.

このとき, (∗)より,

log p(x; θ) = C(x) +
n∑

i=1

θiFi(x)− ψ(θ) (∗∗)

だから,

φ =
n∑

i=1

θiηi − ψ

= Eθ[log p− C]

である.

更に, p, q ∈ Sとし, qは q = p(x; θ′)のように表すことにすると, (∗∗)より, 正準ダイバージェン
スDは

D(p∥q) = ψ(θ) + φ(θ′)−
n∑

i=1

θiη′i

= ψ(θ) + Eθ′ [log q − C]−
n∑

i=1

θiEθ′ [Fi]

= Eθ′ [log q − log p]

=

∫
Ω

q log
q

p
dx

と計算することができる.

よって, §12において扱ったことより, DはKullback-LeiblerダイバージェンスD(1)に一致する.

最後に, 統計学の基本定理であるCramér-Raoの不等式との関係について述べよう.

統計的モデルのパラメータを観測データから推定する問題を考えると, 推定される値が真の値
からどの程度ばらつくのかを評価することができる. その評価式が Cramér-Raoの不等式であ
り, 推定の精度は Fisher情報行列の逆行列が小さいほど良くなることが分かる.

Ωを高々可算集合またはRkとし, FをΩが高々可算集合のときはΩの部分集合全体で, ΩがRk

のときはRkのBorel集合族であるとする.

また,

S = {p(x; ξ)|ξ ∈ Ξ}

をΩ上の n次元統計的モデルとし, p(x; ξ)が可測空間 (Ω,F)に値をとる確率変数Xξに対する
確率関数または密度関数であるとする.

更に, ξ̂をRnに値をとる確率空間 (Ω,F , µXξ
) 上の確率変数とする.

統計的推定では ξ̂を観測することにより, 分布 p(x; ξ)のパラメータ ξを推定する. そこで, 次の
ように定める.
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定義 任意の ξ ∈ Ξに対して
Eξ[ξ̂] = ξ,

すなわち ξ̂を
ξ̂ = (ξ̂1, ξ̂2, . . . , ξ̂n)

と表しておいたときに ∫
Ω

ξ̂i(x)p(x; ξ)dx = ξi (i = 1, 2, . . . , n)

がなりたつとき, ξ̂を ξの不偏推定量という.

ξ̂を ξの不偏推定量とし, 確率関数または密度関数 p(x; ξ)の定める ξ̂の分散行列をVarξ[ξ̂]と表
すことにする. すなわち,

Varξ[ξ̂] = Eξ

[
t
(
ξ̂ − Eξ[ξ̂]

)(
ξ̂ − Eξ[ξ̂]

)]
である. このとき, 次がなりたつ.

Cramér-Raoの不等式 G(ξ)を ξにおける Sの Fisher情報行列とすると,

Varξ[ξ̂]−G(ξ)−1

は半正定値.

証明 まず, v1, v2, . . . , vn ∈ Rnとすると, 分散行列は常に半正定値であるから,

ξ̂ −
n∑

i=1

vi
∂

∂ξi
log p(x; ξ)

の分散行列も半正定値であることに注意する.

特に, eiを第 i成分が 1の単位ベクトルとし,

vi = eiG(ξ)
−1

とおくと, 上の分散行列は
Varξ[ξ̂]−G(ξ)−1

となることが分かる. □

Cramér-Raoの不等式を不等式という理由は, 一般に同じ型の 2つの正方行列に対してA−Bが
半正定値であることをA ≥ Bとも表すからである.

不偏推定量 ξ̂はCramér-Raoの不等式の等号をあたえるとき, すなわち

Varξ[ξ̂] = G(ξ)−1

がなりたつとき, 有効推定量という. 有効推定量が存在するための必要十分条件について次がな
りたつ.

定理 統計的モデル
S = {p(x; ξ)|ξ ∈ Ξ}

が有効推定量をもつことと Sが指数型分布族で ξが期待値座標系であることとは同値.
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関連事項 15. αアファイン多様体
§6や §9において扱った Fisher計量や α接続は統計的モデルに対する条件を緩めても考えるこ
とができる.

Ωを高々可算集合またはRkとし, Rnの開集合 Ξを用いて

S =

{
p(x; ξ)

∣∣∣∣任意の x ∈ Ωと任意の ξ ∈ Ξに対して p(x; ξ) > 0で,

∫
Ω

p(x; ξ)dx < +∞
}

と表される関数の族 Sを考える.

Sの元 p(x; ξ)の ξに関する微分可能性については,統計的モデルの場合と同様に仮定しておこう.

このとき, Sに対してもFisher計量およびα接続を定めることができる. すなわち, i = 1, 2, . . . , n

に対して
lξ(x) = log p(x; ξ), ∂i =

∂

∂ξi

とおき,

gij = Eξ[∂ilξ∂jlξ] (i, j = 1, 2, . . . , n)

とおくと, Fisher情報行列G = (gij)は Sの Fisher計量 gを定める. また, α ∈ Rに対して

Γ
(α)
ij,k = Eξ

[(
∂i∂jlξ +

1− α

2
∂ilξ∂jlξ

)
(∂klξ)

]
とおくと, Γ

(α)
ij,kは Sの α接続∇(α)を定める.

ここで,

L(α)(u) =


2

1− α
u

1−α
2 (α ̸= 1),

log u (α = 1)

とおき, p(x; ξ) ∈ Sに対して
l(α)(x; ξ) = L(α)(p(x; ξ))

とおくと,

∂il
(α) = p

1−α
2 ∂ilξ, ∂i∂jl

(α) = p
1−α
2

(
∂i∂jlξ +

1− α

2
∂ilξ∂jlξ

)
が得られるから,

gij =

∫
Ω

∂il
(α)∂jl

(−α)dx

および
Γ
(α)
ij,k =

∫
Ω

∂i∂jl
(α)∂kl

(−α)dx

がなりたつ.

ある αに対して
∂i∂jl

(α) = 0 (i, j = 1, 2, . . . , n)

がなりたつとき, Sを αアファイン多様体という. Sが αアファイン多様体のとき, ξは∇(α)に
関するアファイン座標系で,

l(α)(x; ξ) = C(x) +
n∑

i=1

ξiFi(x)

と表すことができる. 更に, (S, g,∇(α),∇(−α))は双対平坦空間となることも分かる.


