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§11. 正規行列の対角化
実対称行列を含む対角化可能な行列として, 正規行列というものを挙げることができる. 正規行
列はユニタリ行列という行列によって対角化される.

ユニタリ行列は一般には複素数を成分とする行列, すなわち複素行列である. そこで, 準備とし
て複素ベクトル空間について述べよう.

§4において扱った実ベクトル空間の定義において, RをCと置き替えることにより, すなわち
実数によるスカラー倍を複素数によるスカラー倍へと置き替えることにより, 複素ベクトル空
間を定めることができる.

例 (複素数ベクトル空間)

複素数を縦に n個並べたもの全体を

Cn =




x1

x2

...

xn


∣∣∣∣∣∣∣∣∣x1, x2, . . . , xn ∈ C


と表す.

Cnは行列としての和およびスカラー倍により, ベクトル空間となる. このとき, Cnを複素数ベ
クトル空間という.

実ベクトル空間の場合と同様に, 複素ベクトル空間に対しても部分空間, 1次独立, 1次従属, 基
底, 次元といった概念を考えることができる.

例 (基本ベクトルと標準基底)

Cnのベクトル e1, e2, . . . , enを

e1 =


1

0
...

0

 , e2 =


0

1
...

0

 , . . . , en =


0

0
...

1


により定める. これらを基本ベクトルという.

このとき, e1, e2, . . . , enは 1次独立であることが分かる.

また, Cnは e1, e2, . . . , enで生成されることも分かる.

よって, {e1, e2, . . . , en}はCnの基底である. これを標準基底という.

更に, Cnは n次元である.

複素ベクトル空間の間の写像についても線形写像というものを考えることができる. 有限次元
の場合は表現行列も考えることができる.

例 Aを複素数を成分とするm× n行列とし, CnからCmへの線形写像 fAを

fA(x) = Ax (x ∈ Cn)

により定める.

{e1, e2, . . . , en}, {e′1, e′2, . . . , e′m}をそれぞれCn,Cm の標準基底とすると,

(fA(e1), fA(e2), . . . , fA(en)) = (e′1, e
′
2, . . . , e

′
m)A.
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よって, Cn,Cmの標準基底に関する fAの表現行列はA.

§9においても触れたように, 複素ベクトル空間に対する内積は Hermite内積といい, 実ベクト
ル空間の場合と定義は若干異なる.

定義 V を複素ベクトル空間とし, u, v, w ∈ V , c ∈ Cとする. 任意のベクトル u, vに対して複
素数 ⟨u, v⟩が定まり, 次の (1)～(4)をみたすとき, ⟨u, v⟩を uと vのHermite内積, 対応 ⟨ , ⟩を
V のHermite内積, 組 (V, ⟨ , ⟩)または単に V を複素内積空間という.

(1) ⟨u+ v, w⟩ = ⟨u,w⟩+ ⟨v, w⟩.
(2) ⟨cu, v⟩ = c⟨u, v⟩.
(3) ⟨u, v⟩ = ⟨v, u⟩.
(4) u ̸= 0ならば, ⟨u, u⟩ > 0.

ただし, は複素共役を表す.

上の定義より, 実ベクトル空間の内積と同様に,

⟨0, u⟩ = ⟨u, 0⟩ = 0, ⟨u, v + w⟩ = ⟨u, v⟩+ ⟨u,w⟩

がなりたつ. しかし, 一般には
⟨u, cv⟩ = c⟨u, v⟩

となることに注意しよう.

また, ノルムも
∥u∥ =

√
⟨u, u⟩

により定めることができる.

更に, 正規直交基底やGram-Schmidtの直交化法についても同様である.

例 (標準Hermite内積)

Cnのベクトル

x =


x1

x2

...

xn

 , y =


y1
y2
...

yn


に対して

⟨x, y⟩ = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn

とおくと, 対応 ⟨ , ⟩は上の (1)～(4)の性質をみたし, CnのHermite内積を定めることが分かる.

これをCnの標準Hermite内積という.

複素内積空間に対してはユニタリ変換という特別な線形変換を考えることができる. これは次
のように定義されるHermite内積を保つ線形変換である.

定義 f を複素内積空間 V の線形変換とする. 任意の u, v ∈ V に対して

⟨f(u), f(v)⟩ = ⟨u, v⟩

がなりたつとき, f をユニタリ変換という.
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Aを複素行列とし, Aの転置と複素共役を取ることにより得られる行列をA∗と表す. すなわち,

A∗はAの転置行列の各成分の複素共役を取ることにより得られる行列である.

直交変換の場合と同様に, ユニタリ変換に関して次がなりたつ.

定理 f を複素内積空間 V の線形変換, {u1, u2, . . . , un}を V の正規直交基底とする. このとき,

次の (1)～(4)は同値.

(1) f はユニタリ変換.

(2) {f(u1), f(u2), . . . , f(un)}は V の正規直交基底.

(3) 任意の u ∈ V に対して ∥f(u)∥ = ∥u∥.
(4) Aを正規直交基底 {u1, u2, . . . , un}に関する f の表現行列とすると, A∗A = E. ただし,

Eは n次単位行列.

上の定理に現れたA∗A = Eをみたす正方行列をユニタリ行列という. ユニタリ行列は

A∗A = AA∗ = E

をみたす正方行列と定義してもよい.

正則な n次複素行列全体の集合をGL(n,C)と表すことにする.

このとき, GL(n,C)は行列の積に関して群となる.

GL(n,C)を n次複素一般線形群という.

一方, n次ユニタリ行列全体の集合をU(n)と表す.

ユニタリ行列の定義と行列式の性質より, ユニタリ行列の行列式の絶対値は 1 であることが分
かる.

更に, U(n)はGL(n,C)の部分群となる. このことから, U(n)を n次ユニタリ群という.

また, 行列式が 1の n次ユニタリ行列全体の集合はGL(n,C)或いはU(n)の部分群となる. こ
れを SU(n)と表し, n次特殊ユニタリ群という.

では, 正規行列について述べよう.

定義 正方行列Aは
A∗A = AA∗

となるとき, 正規行列という.

例 実対称行列, 実交代行列, 直交行列, ユニタリ行列はすべて正規行列.

定理 Aを正方行列とする. Aがユニタリ行列によって対角化可能であるための必要十分条件
はAが正規行列であること.

正規行列をユニタリ行列によって対角化する方法は, §10において扱った実対称行列を直交行列
によって対角化する方法と同様である. すなわち, 正規行列を対角化するユニタリ行列は次の
(1)～(3)の手順で求めればよい.

(1) 固有方程式を解き, 固有値を求める.

(2) 各固有値に対する固有空間の正規直交基底を選ぶ.

(3) 正規直交基底を列ベクトルとして並べる.

ただし, 上の手順ではCnの標準Hermite内積を考えている.
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問題 11

1. V を n次元複素ベクトル空間とする. スカラー倍という演算に現れるスカラーを実数に制限
して考えることにより, V は実ベクトル空間とみなすことができる. このとき, V の実ベクト
ル空間としての次元は 2nであることを示せ.

2. 等式
A∗ = A

をみたす正方行列は正規行列である. なお, このようなAをHermite行列という.

Hermite行列 (
0 i

−i 0

)
をユニタリ行列によって対角化せよ. ただし, iは虚数単位である.

なお, 等式
A∗ = −A

をみたす正方行列も正規行列である. このようなAを歪Hermite行列という.

3. A,Bを n次実正方行列とする. A+ iBがユニタリ行列であるための必要十分条件は 2n次正

方行列
(

A −B

B A

)
が直交行列であることを示せ.

4. 実交代行列の固有値は純虚数であることを示せ.
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問題 11の解答
1. {u1, u2, . . . , un}を複素ベクトル空間としての V の基底とする.

まず, iを虚数単位とし, u1, iu1, . . . , un, iunの 1次関係

a1u1 + b1 · iu1 + · · ·+ anun + bn · iun = 0 (a1, . . . , an, b1, . . . , bn ∈ R)

を考えると,

(a1 + ib1)u1 + · · ·+ (an + ibn)un = 0.

よって,

a1 + ib1 = · · · = an + ibn = 0.

すなわち,

a1 = · · · = an = b1 = · · · = bn = 0.

したがって, V を実ベクトル空間とみなしたとき, u1, iu1, . . . , un, iunは 1次独立.

次に, u ∈ V とすると,

u = c1u1 + · · ·+ cnun (c1, . . . , cn ∈ C)

と表すことができる.

j = 1, . . . , nに対して
cj = aj + ibj (aj, bj ∈ R)

とおくと,

u = a1u1 + b1 · iu1 + · · ·+ anun + bn · iun.

よって, 実ベクトル空間としての V は u1, iu1, . . . , un, iunで生成される.

以上より, V の実ベクトル空間としての次元は 2n.

2. 与えられた行列をAとおく.

まず, Aの固有多項式は

ϕA(t) =

∣∣∣∣∣ t− 0 −i

−(−i) t− 0

∣∣∣∣∣
= t2 − 1

= (t+ 1)(t− 1).

よって, Aの固有値は±1.

次に, 固有値−1に対するAの固有ベクトルを求める.

連立 1次方程式

(−E − A)

(
x1

x2

)
= 0

を考えると,

ix1 − x2 = 0.

よって, ベクトル
(

1

i

)
は固有値−1に対するAの固有ベクトル.

更に, 固有値 1に対するAの固有ベクトルを求める.
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連立 1次方程式

(E − A)

(
x1

x2

)
= 0

を考えると,

x1 − ix2 = 0.

よって, ベクトル
(

i

1

)
は固有値 1に対するAの固有ベクトル.

上で得られたベクトルを正規化して並べたものを U とおくと,

U =
1√
2

(
1 i

i 1

)
.

このとき, U はユニタリ行列で,

U−1AU =

(
−1 0

0 1

)
.

3. まず,

(A+ iB)∗(A+ iB) = (tA− itB)(A+ iB)

= (tAA+ tBB) + i(tAB − tBA).

また,

t

(
A −B

B A

)(
A −B

B A

)
=

(
tA tB

−tB tA

)(
A −B

B A

)

=

(
tAA+ tBB −(tAB − tBA)
tAB − tBA tAA+ tBB

)
.

よって, A+ iBがユニタリ行列であるための必要十分条件は
(

A −B

B A

)
が直交行列であ

ることである.

4. Aを n次実交代行列とすると, Aは正規行列だから,

U−1AU = D

となる U ∈ U(n)および n次対角行列Dが存在する.

両辺の転置と複素共役を取ると, Aは実交代行列で, Dは対角行列だから,

−U−1AU = D.

よって, D = −Dだから, Dの対角成分は純虚数.

したがって, 実交代行列の固有値は純虚数.


