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§7. Euclid空間上の微分形式
§6までの準備を基に, Euclid空間Rn上の微分形式を定義しよう.

まず, 1次微分形式から考える.

p ∈ Rnに対して, pにおける接空間 TpR
nの双対空間 (TpR)∗を T ∗

pR
nと表すことにする. T ∗

pR
n

を pにおける余接ベクトル空間または余接空間という.

各 p ∈ Rnに対して ωp ∈ T ∗
pR

nがあたえられているとする. この対応を ωと表し, Rn上の 1次
微分形式という.

ωをRn上の 1次微分形式とし, X ∈ X(Rn) とすると, ω(X)はRn上の関数を定める.

例 (関数の微分)

関数の微分は 1次微分形式を定める.

f をRnで定義された関数とする. このとき, §2において扱ったように, 各 p ∈ Rnに対して線形
写像

(df)p : TpR
n → Tf(p)R

が定まる.

ここで,

Tf(p)R =

{
a

(
d

dx

)
f(p)

∣∣∣∣∣ a ∈ R

}
= {a ∈ R}

と自然な同一視を行うと, (df)p ∈ T ∗
pR

nである.

よって, df はRn上の 1次微分形式を定める.

また, X ∈ X(Rn)とすると,

(df)(X) = Xf,

すなわち
(df)p(Xp) = Xp(f)

が各 p ∈ Rnに対してなりたつ.

Rnを
Rn = {(x1, x2, . . . , xn)|x1, x2, . . . , xn ∈ R}

と表しておくと, x1, x2, . . . , xnはRn上の関数とみなすことができる. これらの微分を考えてみ
ると, 次が得られる.

定理 各 p ∈ Rnに対して, {(dx1)p, (dx2)p, . . . , (dxn)p}は TpR
nの基底

{(
∂

∂x1

)
p

,

(
∂

∂x2

)
p

,

. . . ,

(
∂

∂xn

)
p

}
の双対基底.

証明 i, j = 1, 2, . . . , nとすると,

(dxi)p

((
∂

∂xj

)
p

)
=

(
∂

∂xj

)
p

xi

=
∂xi
∂xj

(p)

= δij.

□
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例 (全微分)

f をRnで定義された関数とすると,

df =
n∑

i=1

(df)

(
∂

∂xi

)
dxi

=
n∑

i=1

∂f

∂xi
dxi.

すなわち,

df =
∂f

∂x1
dx1 +

∂f

∂x2
dx2 + · · ·+ ∂f

∂xn
dxn.

これはまさに多変数の微分積分において現れる全微分の式である.

更に, 高次の微分形式を考えよう.

各 p ∈ Rnに対して ωp ∈
k∧
T ∗
pR

n があたえられているとする. この対応を ωと表し, Rn上の k

次微分形式という.

ωをRn上の k次微分形式とし, X1, X2, . . . , Xk ∈ X(Rn)とすると, ω(X1, X2, . . . , Xk)はRn上
の関数を定める.

Rn上の k次微分形式全体の集合をDk(Rn)と表すことにする.

交代形式に対する外積はそのまま微分形式に対する外積を定め, 次の 2つの定理がなりたつ.

定理 ω, ω1, ω2 ∈ Dk(Rn), θ, θ1, θ2 ∈ Dl(Rn)とし, a, bをRnで定義された関数とする. このと
き, 次の (1), (2)がなりたつ.

(1) (aω1 + bω2) ∧ θ = aω1 ∧ θ + bω2 ∧ θ.
(2) ω ∧ (aθ1 + bθ2) = aω ∧ θ1 + bω ∧ θ2.

定理 ω ∈ Dk(Rn), θ ∈ Dl(Rn), ψ ∈ Dr(Rn)とする. このとき, 次の (1), (2)がなりたつ.

(1) ω ∧ θ = (−1)klθ ∧ ω.
(2) (ω ∧ θ) ∧ ψ = ω ∧ (θ ∧ ψ) (結合律).

φをRnからRmへの写像とすると, 各 p ∈ Rnに対して線形写像

(dφ)p : TpR
n → Tφ(p)R

m

が定まる. よって, ω ∈ Dk(Rm)とすると, 各 p ∈ Rnに対して ωφ(p)の (dφ)pによる引き戻し
(dφ)∗pωφ(p) が定まるが, これを単に (φ∗ω)pと表す. (φ∗ω)pは更に写像

φ∗ : Dk(Rm) → Dk(Rn)

を定めるが, これも引き戻しという.

なお, 0階の共変テンソル空間や 0次の交代形式全体の集合はRとみなす. このとき, D0(Rm)

はRmで定義された関数全体とみなすことができるが, 関数の引き戻しは写像の合成により定
める. すなわち, f ∈ D0(Rm)とすると,

φ∗f = f ◦ φ

である.

引き戻しと外積の定義より, 次がなりたつ.
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定理 ω ∈ Dk(Rm), θ ∈ Dl(Rm)とし, φをRnからRmへの写像とする. このとき,

φ∗(ω ∧ θ) = (φ∗ω) ∧ (φ∗θ).

微分形式に対しては外微分という操作によって, その次数を 1つ上げたものを作ることができ
る. すなわち, k次微分形式から (k + 1)次微分形式を対応させることができる.

k ≥ 1のとき, 1つめの定理より, ω ∈ Dk(Rn)は

ω =
∑

i1<i2<···<ik

fi1i2...ikdxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik

と表すことができる. ただし, fi1i2...ikはRnで定義された関数である. このとき, dω ∈ Dk+1(Rn)

を
dω =

∑
i1<i2<···<ik

dfi1i2...ik ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik

により定める. dωを ωの外微分という.

また, f ∈ D0(Rn)に対しては, 関数の微分として外微分 df ∈ D1(Rn)を定める.

外微分に関する基本的な性質を 3つ挙げておこう.

定理 ω ∈ Dk(Rn), θ ∈ Dl(Rn)とする. このとき,

d(ω ∧ θ) = (dω) ∧ θ + (−1)kω ∧ dθ.

定理 d2 = 0. すなわち, 任意の ω ∈ Dk(Rn)に対して

d(dω) = 0.

証明 f ∈ D0(Rn)に対して, d(df) = 0がなりたつことのみ示す.

2つめの例の計算より,

d(df) = d

(
n∑

i=1

∂f

∂xi
dxi

)

=
n∑

i=1

d

(
∂f

∂xi

)
∧ dxi

=
n∑

i=1

n∑
j=1

∂2f

∂xj∂xi
dxj ∧ dxi

=
∑
i<j

(
∂2f

∂xi∂xj
− ∂2f

∂xj∂xi

)
dxi ∧ dxj

= 0.

□

定理 ω ∈ Dk(Rm)とし, φをRnからRmへの写像とする. このとき,

φ∗(dω) = d(φ∗ω).
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問題 7

1. θ ∈ D1(R2n)を

θ =
n∑

i=1

x2i−1dx2i

により定める. なお, θを Liouville形式という.

(1) dθを求めよ. なお, dθを標準シンプレクティック形式という.

(2) dθの n個の外積を (dθ)nと表すことにする. (dθ)nを求めよ.

2. ω ∈ Dk(Rl)とし, φをRnからRmへの写像, ψをRmからRlへの写像とする. このとき,

(ψ ◦ φ)∗ω = φ∗ψ∗ω

がなりたつことを示せ.

3. f1, f2, . . . , fk ∈ D0(Rn), ω1, ω2, . . . , ωk ∈ D1(Rn)とする.

(1) 等式

d(ω1 ∧ ω2 ∧ · · · ∧ ωk) =
k∑

i=1

(−1)i−1ω1 ∧ ω2 ∧ · · · ∧ ωi−1 ∧ dωi ∧ ωi+1 ∧ · · · ∧ ωk

を示せ.

(2) 等式
d(df1 ∧ df2 ∧ · · · ∧ dfk) = 0

を示せ.

4. ω ∈ Dk(Rn), θ ∈ Dl(Rn)とする. dω = 0, dθ = 0ならば, d(ω ∧ θ) = 0であることを示せ.

5. ω ∈ D1(Rn), X,Y ∈ X(Rn)とする. このとき,

(dω)(X, Y ) = X(ω(Y ))− Y (ω(X))− ω([X, Y ])

がなりたつことを示せ. なお, k ≥ 1のとき, ω ∈ Dk(Rn), X1, X2, . . . , Xk+1 ∈ X(Rn)とす
ると,

(dω)(X1, X2, . . . , Xk+1) =
k+1∑
i=1

(−1)i−1Xi(ω(X1, X2, . . . , X̂i, . . . , Xk+1))

+
∑
i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j, . . . , Xk+1)

がなりたつことが分かる. ただし, 右辺において ˆを付けているのは, その部分を除くこと
を意味する.
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問題 7の解答
1. (1) 外微分の定義より,

dθ =
n∑

i=1

dx2i−1 ∧ dx2i.

(2) i ̸= jのとき,

(dx2i−1 ∧ dx2i) ∧ (dx2j−1 ∧ dx2j) = (dx2j−1 ∧ dx2j) ∧ (dx2i−1 ∧ dx2i).

また,

(dx2i−1 ∧ dx2i) ∧ (dx2i−1 ∧ dx2i) = 0.

更に, D2n(R2n)の元は
fdx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dx2n

と表すことができる.

よって,

(dθ)n = n!dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dx2n.

2. k = 0のとき, 写像の合成に関する結合律より,

(ψ ◦ φ)∗ω = ω ◦ (ψ ◦ φ)
= (ω ◦ ψ) ◦ φ
= φ∗(ω ◦ ψ)
= φ∗ψ∗ω.

k ≥ 1のとき, X1, X2, . . . , Xk ∈ X(Rn)とすると, 連鎖律より,

((ψ ◦ φ)∗ω)(X1, X2, . . . , Xk) = ω((d(ψ ◦ φ))(X1), (d(ψ ◦ φ))(X2), . . . , (d(ψ ◦ φ))(Xk))

= ω((dψ ◦ dφ)(X1), (dψ ◦ dφ)(X2), . . . , (dψ ◦ dφ)(Xk))

= ω(dψ((dφ)(X1)), dψ((dφ)(X2)), . . . , dψ((dφ)(Xk)))

= (ψ∗ω)((dφ)(X1), (dφ)(X2), . . . , (dφ)(Xk))

= (φ∗ψ∗ω)(X1, X2, . . . , Xk).

よって,

(ψ ◦ φ)∗ω = φ∗ψ∗ω.

3. (1) kに関する数学的帰納法により示す.

k = 1のとき, 等式は正しい.

k = lのとき, 等式が正しいと仮定すると,

d(ω1 ∧ ω2 ∧ · · · ∧ ωl+1)

= d((ω1 ∧ ω2 ∧ · · · ∧ ωl) ∧ ωl+1)

= d(ω1 ∧ ω2 ∧ · · · ∧ ωl) ∧ ωl+1 + (−1)l(ω1 ∧ ω2 ∧ · · · ∧ ωl) ∧ dωl+1

=

(
l∑

i=1

(−1)i−1ω1 ∧ ω2 ∧ · · · ∧ ωi−1 ∧ dωi ∧ ωi+1 ∧ · · · ∧ ωl

)
∧ ωl+1

+ (−1)l(ω1 ∧ ω2 ∧ · · · ∧ ωl) ∧ dωl+1

=
l+1∑
i=1

(−1)i−1ω1 ∧ ω2 ∧ · · · ∧ ωi−1 ∧ dωi ∧ ωi+1 ∧ · · · ∧ ωl+1.
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よって, k = l + 1のときも等式は正しい.

したがって, 等式は正しい.

(2) (1)と d2 = 0より,

d(df1 ∧ df2 ∧ · · · ∧ dfk)

=
k∑

i=1

(−1)i−1df1 ∧ df2 ∧ · · · ∧ dfi−1 ∧ d(dfi) ∧ dfi+1 ∧ · · · ∧ dfk

=
k∑

i=1

(−1)i−1df1 ∧ df2 ∧ · · · ∧ dfi−1 ∧ 0 ∧ dfi+1 ∧ · · · ∧ dfk

= 0.

4. 外微分の性質より,

d(ω ∧ θ) = (dω) ∧ θ + (−1)kω ∧ dθ
= 0 ∧ θ + (−1)kω ∧ 0

= 0.

5. D1(Rn)の元は

ω =
n∑

i=1

fidxi

と表すことができる.

よって, Rnで定義された関数 f, gを用いて, ω = fdgと表されるときに示せばよい.

このとき,

(dω)(X,Y ) = (df ∧ dg)(X, Y )

= (df)(X)(dg)(Y )− (df)(Y )(dg)(X)

= (Xf)(Y g)− (Xg)(Y f).

一方,

X(ω(Y ))− Y (ω(X))− ω([X, Y ]) = X((fdg)(Y ))− Y ((fdg)(X))− (fdg)([X, Y ])

= X(fY g)− Y (fXg)− f [X, Y ]g

= (Xf)(Y g) + fX(Y g)− (Y f)(Xg)− fY (Xg)

− f(X(Y g)− Y (Xg))

= (Xf)(Y g)− (Xg)(Y f).

よって,

(dω)(X,Y ) = X(ω(Y ))− Y (ω(X))− ω([X, Y ]).


