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§1. Euclid距離
数学では極限操作によって望むものを得る場面が多々見られる. 数列の極限, 関数の極限はも

ちろんのこと, 関数の微分, 積分も極限操作を伴うものである. このような極限操作を行うため
には, あたえられた集合に対して位相とよばれる新たな構造を付け加える必要がある. ここで
は, 微分積分や線形代数においても現れる重要な位相空間である実 Euclid空間を例にとり, そ
の上に位相を定める際に用いられる Euclid距離について述べよう.

自然数全体の集合をN, 実数全体の集合をRと表す. n ∈ Nを固定しておき, Rの n個の直
積をRnと表す. すなわち,

Rn = {(x1, x2, . . . , xn)|x1, x2, . . . , xn ∈ R}

である. R1はRのことである. また, R,R2,R3はそれぞれ直線, 平面, 空間と同一視すること
が多い. 更に, Rnの元を点ともいう. なお, 微分積分ではRnの点は上のように表すことが多い
が, 線形代数では上のような行ベクトルではなく, 列ベクトルで表すことが多い.

Rにおける和および積を用いることにより, RnはR上のベクトル空間となる. 実際, Rnの 2

つの元 x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn)および c ∈ Rに対して, 和 x+ y ∈ Rnおよびス
カラー倍 cx ∈ Rnはそれぞれ

x+ y = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn), cx = (cx1, cx2, . . . , cxn)

により定めればよい. ベクトル空間Rnの零ベクトル 0は (0, 0, . . . , 0)と表される元である.

更に, Rn ×Rnで定義された実数値関数

⟨ , ⟩ : Rn ×Rn → R

を
⟨x, y⟩ = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn

により定める. ⟨ , ⟩をRnの標準内積, ⟨x, y⟩を xと yの内積という. また, ベクトル空間Rnに
標準内積 ⟨ , ⟩を考えたものを n次元実Euclid空間, または単に n次元Euclid空間という. xと
yの内積 ⟨x, y⟩は行列の積を用いて xtyと表しておくと, 計算が容易になる場合がある. ただし,
tyは yの転置行列である.

以下では, n次元 Euclid空間としてのRnを考える.

定理 x, y, z ∈ Rn, c ∈ Rとすると, 次の (1)～(4)がなりたつ.

(1) ⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩.
(2) ⟨cx, y⟩ = c⟨x, y⟩.
(3) ⟨y, x⟩ = ⟨x, y⟩.
(4) x ̸= 0ならば, ⟨x, x⟩ > 0.

一般のR上のベクトル空間に対しても, 上の定理の (1)～(4)のような性質をもつ実数値関数
⟨ , ⟩を考えると, 内積空間というものを定義することができる. なお, (1), (2)の性質を線形性,

(3)の性質を対称性, (4)の性質を正値性という.

標準内積を用いて, Rnで定義された実数値関数

∥ ∥ : Rn → R

を
∥x∥ =

√
⟨x, x⟩ (x ∈ Rn)
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により定める. n = 1のとき, ∥x∥は実数 xの絶対値 |x|に他ならない. ∥ ∥をRnのノルム, ∥x∥
を xのノルムまたは長さという. 定義より, ∥x∥ ≥ 0で, ∥x∥ = 0となるのは x = 0のときのみ
である. これをノルムの正値性という.

定理 x, y ∈ Rn, c ∈ Rとすると, 次の (1)～(3)がなりたつ.

(1) ∥cx∥ = |c|∥x∥.
(2) |⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥∥y∥ (Cauchy-Schwarzの不等式).

(3) ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ (三角不等式).

証明 (2), (3)のみ示す.

(2): y = 0のときは明らか.

y ̸= 0のとき, ⟨y, y⟩ > 0に注意すると,

0 ≤
⟨
x− ⟨x, y⟩

⟨y, y⟩
y, x− ⟨x, y⟩

⟨y, y⟩
y

⟩
⟨y, y⟩

=

(
⟨x, x⟩ − ⟨x, y⟩

⟨y, y⟩
⟨x, y⟩ − ⟨x, y⟩

⟨y, y⟩
⟨y, x⟩+ ⟨x, y⟩2

⟨y, y⟩2
⟨y, y⟩

)
⟨y, y⟩

= ∥x∥2∥y∥2 − |⟨x, y⟩|2.

よって,

|⟨x, y⟩|2 ≤ ∥x∥2∥y∥2.

すなわち,

|⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥∥y∥.

(3): (2)より,

∥x+ y∥2 = ⟨x+ y, x+ y⟩
= ∥x∥2 + 2⟨x, y⟩+ ∥y∥2

≤ ∥x∥2 + 2∥x∥∥y∥+ ∥y∥2

= (∥x∥+ ∥y∥)2.

よって,

∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥.

□

ノルムを用いて, Rn ×Rnで定義された実数値関数

d : Rn ×Rn → R

を
d(x, y) = ∥x− y∥ (x, y ∈ Rn)

により定める. dをRnの Euclid距離, d(x, y)を xと yの Euclid距離という.

定理 x, y, z ∈ Rnとすると, 次の (1)～(3)がなりたつ.

(1) d(x, y) ≥ 0で, d(x, y) = 0となるのは x = yのときのみ (正値性).

(2) d(y, x) = d(x, y) (対称性).

(3) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (三角不等式).

証明 (3)のみ示す.
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ノルムに関する三角不等式より,

∥x− z∥ = ∥(x− y) + (y − z)∥
≤ ∥x− y∥+ ∥y − z∥.

よって,

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

□

さて, {ak}∞k=1をRnの点列としよう. すなわち, 各 k ∈ Nに対して, ak ∈ Rnが対応している
とする. {ak}∞k=1が a ∈ Rnに収束するとは, k ∈ Nを十分大きく選べば, akを aに限りなく近づ
けられることをいうのであるが, これは Euclid距離を用いることによって正確に述べることが
できる.

定義 {ak}∞k=1をRnの点列とし, a ∈ Rnとする. 任意の ε > 0に対して, あるK ∈ Nが存在
し, k ∈ N, k ≥ Kならば, d(ak, a) < εとなるとき, {ak}∞k=1は aに収束するという. このとき,

lim
k→∞

ak = aまたは ak → a (k → ∞) と表し, aを {ak}∞k=1の極限という.

例 {ak}∞k=1, {bk}∞k=1をそれぞれ a, b ∈ Rnに収束するRnの点列とする.

収束の定義より, ε > 0とすると, あるK1 ∈ Nが存在し, k ∈ N, k ≥ K1 ならば,

d(ak, a) <
ε

2
.

また, あるK2 ∈ Nが存在し, k ∈ N, k ≥ K2 ならば,

d(bk, b) <
ε

2
.

ここで, K ∈ NをK = max{K1, K2}により定める. すなわち, KはK1, K2のうちの小さく
ない方である. このとき, 三角不等式, Euclid距離の定義および上の 2式より, k ∈ N, k ≥ Kな
らば,

∥(ak + bk)− (a+ b)∥ = ∥(ak − a) + (bk − b)∥
≤ ∥ak − a∥+ ∥bk − b∥
= d(ak, a) + d(bk, b)

<
ε

2
+

ε

2

= ε.

すなわち,

d(ak + bk, a+ b) < ε.

よって,

lim
k→∞

(ak + bk) = a+ b.
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問題 1

1. Aを n次の実正方行列とすると, Rnの任意の 2点 x, yに対して

⟨x, yA⟩ = ⟨xtA, y⟩

がなりたつことを示せ.

2. {ak}∞k=1をRnの点列とする. あるM > 0が存在し, 任意の k ∈ Nに対して, ∥ak∥ < M とな
るとき, {ak}∞k=1は有界であるという.

Rnの収束する点列は有界であることを示せ.

3. {ak}∞k=1, {bk}∞k=1をそれぞれ a, b ∈ Rに収束する実数列とする. このとき,

lim
k→∞

akbk = ab

であることを示せ.

4. {ak}∞k=1を a ∈ Rnに収束するRnの点列とする. このとき,

lim
k→∞

a1 + a2 + · · ·+ ak
k

= a

であることを示せ.
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問題 1の解答
1. 標準内積を行列の積を用いて計算すると,

⟨x, yA⟩ = xt(yA)

= x(tAty)

= (xtA)ty

= ⟨xtA, y⟩.

よって,

⟨x, yA⟩ = ⟨xtA, y⟩.

2. {ak}∞k=1を a ∈ Rnに収束するRnの点列とし, ε > 0とする. 収束の定義より, あるK ∈ N

が存在し, k ∈ N, k ≥ Kならば,

d(ak, a) < ε.

更に, 三角不等式および Euclid距離の定義より,

∥ak∥ = ∥(ak − a) + a∥
≤ ∥ak − a∥+ ∥a∥
= d(ak, a) + ∥a∥
< ε+ ∥a∥.

よって, M > 0を
M = max{∥a1∥, ∥a2∥, . . . , ∥aK−1∥, ε+ ∥a∥}

により定めると, 任意の k ∈ Nに対して, ∥ak∥ < M . すなわち, Rnの収束する点列は有界で
ある.

3. まず, {ak}∞k=1は収束するから, 有界である. すなわち, あるM > 0が存在し, 任意の k ∈ N

に対して, |ak| < M .

次に, ε > 0とする. {ak}∞k=1は aに収束するから, あるK1 ∈ Nが存在し, k ∈ N, k ≥ K1

ならば,

d(ak, a) <
ε

M + |b|
.

また, {bk}∞k=1は bに収束するから, あるK2 ∈ Nが存在し, k ∈ N, k ≥ K2 ならば,

d(bk, b) <
ε

M + |b|
.

K ∈ NをK = max{K1, K2}により定めると, 三角不等式, Euclid距離の定義および上の 2

式より, k ∈ N, k ≥ Kならば,

|akbk − ab| = |(akbk − akb) + (akb− ab)|
≤ |akbk − akb|+ |akb− ab|
= |ak||bk − b|+ |b||ak − a|
= |ak|d(bk, b) + |b|d(ak, a)

< M · ε

M + |b|
+ |b| · ε

M + |b|
= ε.
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すなわち,

d(akbk, ab) < ε.

よって,

lim
k→∞

akbk = ab.

4. ε > 0とする. {ak}∞k=1は aに収束するから, あるK1 ∈ Nが存在し, k ∈ N, k ≥ K1ならば,

d(ak, a) <
ε

2
.

ここで,

M = max{d(a1, a), d(a2, a), . . . , d(aK1 , a)} (∗)

とおく. このとき, 微分積分において扱うArchimedesの原理より,

lim
k→∞

K1M

k
= 0

だから, あるK2 ∈ Nが存在し, k ∈ N, k ≥ K2ならば,

d

(
K1M

k
, 0

)
<

ε

2
.

すなわち,
K1M

k
<

ε

2
. (∗∗)

K ∈ NをK = max{K1, K2}+ 1により定めると, 三角不等式, Euclid距離の定義および
(∗), (∗∗)より, k ∈ N, k ≥ Kならば,∥∥∥∥a1 + a2 + · · ·+ ak

k
− a

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥(a1 − a) + (a2 − a) + · · ·+ (ak − a)

k

∥∥∥∥
≤ ∥a1 − a∥+ · · ·+ ∥aK1 − a∥

k
+

∥aK1+1 − a∥+ · · ·+ ∥ak − a∥
k

=
d(a1, a) + · · ·+ d(aK1 , a)

k
+

d(aK1+1, a) + · · ·+ d(ak, a)

k

≤ K1M

k
+

k −K1

k

ε

2

<
ε

2
+

k −K1

k

ε

2

< ε.

すなわち,

d

(
a1 + a2 + · · ·+ ak

k
, a

)
< ε.

よって,

lim
k→∞

a1 + a2 + · · ·+ ak
k

= a.


