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§2. Euclid空間の開集合
Rnの点列の収束は開集合という概念を用いても定めることができる. まず, a ∈ Rn, ε > 0と

する. このとき, Euclid距離 dを用いて, B(a; ε) ⊂ Rn, すなわちRnの部分集合B(a; ε)を

B(a; ε) = {x ∈ Rn|d(x, a) < ε}

により定める. B(a; ε)を aの ε近傍, または aを中心, εを半径とする開球体という.

例 (開区間)

n = 1の場合を考える. a ∈ R, ε > 0とすると,

B(a; ε) = {x ∈ R | a− ε < x < a+ ε}.

一般に, a, b ∈ R, a < bのとき, (a, b) ⊂ Rを

(a, b) = {x ∈ R|a < x < b}

により定め, これを開区間という. このとき,

B(a; ε) = (a− ε, a+ ε), (a, b) = B

(
a+ b

2
;
b− a

2

)
.

である.

例 (開円板)

n = 2の場合を考える. a = (x0, y0) ∈ R2, ε > 0とすると,

B(a; ε) = {(x, y) ∈ R2|(x− x0)
2 + (y − y0)

2 < ε2}.

このとき, B(a; ε)を開円板ともいう.

Rnの開集合は開球体を用いて, 次のように定める.

定義 O ⊂ Rnとする. 任意の a ∈ Oに対して, ある ε > 0が存在し, B(a; ε) ⊂ Oとなるとき,

OをRnの開集合という.

例 Rn自身はRnの開集合である. 実際, 任意の a ∈ Rnに対して, 例えば, B(a; 1) ⊂ Rnで
ある.

注意 1つも元を含まない集合, すなわち空集合 ∅はRnの開集合であると約束する.

定理 B(a; ε)はRnの開集合.

証明 b ∈ B(a; ε)とする. このとき, 開球体の定義より, d(b, a) < ε. よって, δ > 0を

δ = ε− d(b, a)

により定めることができる.

ここで, x ∈ B(b; δ)とすると, 開球体の定義より, d(x, b) < δ. よって, 三角不等式より,

d(x, a) ≤ d(x, b) + d(b, a)

< δ + d(b, a)

= ε.
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すなわち, d(x, a) < εだから, x ∈ B(a; ε). したがって, B(b; δ) ⊂ B(a; ε)だから, 開集合の定義
より, B(a; ε)はRnの開集合. □
例 1つめの例と上の定理より, 開区間はRの開集合である. これが開区間の「開」という言葉
の意味である.

§1で定めたRnの点列の収束に関して, 次がなりたつ.

定理 {ak}∞k=1をRnの点列とし, a ∈ Rnとする. このとき, 次の (1), (2)は同値.

(1) {ak}∞k=1は aに収束する.

(2) a ∈ OとなるRnの任意の開集合Oに対して, あるK ∈ Nが存在し,

k ∈ N, k ≥ Kならば, ak ∈ O.

証明 (1) ⇒ (2): 開集合の定義より, ある ε > 0が存在し, B(a; ε) ⊂ O.

ここで, {ak}∞k=1は aに収束するから, あるK ∈ Nが存在し, k ∈ N, k ≥ Kならば, d(ak, a) <

ε. すなわち, ak ∈ B(a; ε).

よって, k ∈ N, k ≥ Kならば,

ak ∈ B(a; ε) ⊂ O.

すなわち, ak ∈ O.

(2) ⇒ (1): ε > 0とする. 上の定理より, B(a; ε)はRnの開集合だから, 仮定より, あるK ∈ N

が存在し, k ∈ N, k ≥ Kならば, ak ∈ B(a; ε). すなわち, d(ak, a) < ε. よって, {ak}∞k=1は aに
収束する. □
Rnの開集合の性質について更に述べる前に, ここで集合論において扱われる選択公理につい

て, 簡単に注意しておこう. まず, 有限個の集合からそれぞれの元を一斉に選ぶことは可能であ
る. これに対して, 選択公理とは集合の個数が無限個の場合もこのような操作を認めるものであ
る. 以下では, 選択公理を認める. 特に, 次の定理では, 各 k ∈ Nに対して, 集合Akが対応して
いるとき, 各Akからそれぞれの元を一斉に選ぶことが可能であることを用いる. この場合の選
択公理を可算選択公理ともいう.

定理 O ⊂ Rnとする. このとき, 次の (1), (2)は同値.

(1) OはRnの開集合.

(2) 任意の a ∈ Oおよび aに収束するRnの任意の点列 {ak}∞k=1に対して,

あるK ∈ Nが存在し, k ∈ N, k ≥ Kならば, ak ∈ O.

証明 (1) ⇒ (2): 上の定理の (1) ⇒ (2)より, 明らか.

(2) ⇒ (1): 対偶を示す.

OがRnの開集合ではないと仮定する. このとき, ある a ∈ Oが存在し, 任意の ε > 0に対し
て, B(a; ε) ̸⊂ O. よって, 可算選択公理より, 各 k ∈ Nに対して, ak ∈ B

(
a; 1

k

)
を ak ̸∈ Oとなる

ように選ぶことができる.

ここで, ε′ > 0とする. このとき, 1
K

< ε′となるK ∈ Nが存在する. ak ∈ B
(
a; 1

k

)
だから,

k ∈ N, k ≥ Kならば,

d(ak, a) <
1

k

≤ 1

K

< ε′.



§2. Euclid空間の開集合 3

すなわち, d(ak, a) < ε′.

したがって, Rnの点列 {ak}∞k=1は aに収束するが, 任意の k ∈ Nに対して, ak ̸∈ O. □

更に, Rnの開集合全体からなる集合系をOと表す. すなわち,

O = {O|OはRnの開集合 }

である. OをRnの開集合系という.

注意 Λを集合とする. 各 λ ∈ Λに対して, 集合Aλが対応しているとき, これを (Aλ)λ∈Λと表
し, Λによって添字付けられた集合族という. このとき, Λを添字集合, Λの元を添字という.

数学では「族」という言葉は添字付けられたものを考えているという意味を含むことが多い
が, 集合系と集合族を厳密に区別しない場合もある.

また, 集合族 (Aλ)λ∈Λに対して, 集合
∪
λ∈Λ

Aλおよび
∩
λ∈Λ

Aλを

∪
λ∈Λ

Aλ = {x|x ∈ Aλとなる λ ∈ Λが存在する },
∩
λ∈Λ

Aλ = {x|任意の λ ∈ Λに対して x ∈ Aλ}

により定め, それぞれ (Aλ)λ∈Λの和集合, 共通部分という. なお, Λ = Nのときは
∪
λ∈Λ

Aλ,
∩
λ∈Λ

Aλ

をそれぞれ
∞∪
n=1

An,
∞∩
n=1

Anとも表す.

Rnの開集合系Oの基本的な性質は次のようにまとめることができる.

定理 次の (1)～(3)がなりたつ.

(1) Rn, ∅ ∈ O.

(2) O1, O2 ∈ Oならば, O1 ∩O2 ∈ O.

(3) (Oλ)λ∈ΛをOの元からなる集合族とすると,
∪
λ∈Λ

Oλ ∈ O.

証明 (1)についてはすでに述べたので, (2), (3)を示す.

(2): a ∈ O1 ∩ O2とする. このとき, a ∈ O1. O1 ∈ Oだから, 開集合の定義より, ある ε1 > 0が
存在し, B(a; ε1) ⊂ O1. 同様に, ある ε2 > 0が存在し, B(a; ε2) ⊂ O2.

ここで, ε > 0を ε = min{ε1, ε2}により定める. すなわち, εは ε1, ε2のうちの大きくない方で
ある. このとき, B(a; ε) ⊂ B(a; ε1)かつB(a; ε) ⊂ B(a; ε2) だから,

B(a; ε) ⊂ B(a; ε1) ∩B(a; ε2)

⊂ O1 ∩O2.

すなわち, B(a; ε) ⊂ O1 ∩O2. よって, O1 ∩O2はRnの開集合, すなわちO1 ∩O2 ∈ O.

(3): a ∈
∪
λ∈Λ

Oλとする. このとき, ある λ0 ∈ Λが存在し, a ∈ Oλ0 . Oλ0 ∈ Oだから, 開集合の定

義より, ある ε > 0が存在し, B(a; ε) ⊂ Oλ0 .

更に, Oλ0 ⊂
∪
λ∈Λ

Oλ だから, B(a; ε) ⊂
∪
λ∈Λ

Oλ. よって,
∪
λ∈Λ

Oλ は Rn の開集合, すなわち∪
λ∈Λ

Oλ ∈ O. □
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問題 2

1. a ∈ Rに対して, (−∞, a), (a,+∞) ⊂ Rをそれぞれ

(−∞, a) = {x ∈ R|x < a}, (a,+∞) = {x ∈ R|x > a}

により定める. (−∞, a), (a,+∞)はRの開集合であることを示せ. なお, (−∞, a), (a,+∞)

を無限開区間という.

2. O1をRmの開集合, O2をRnの開集合とすると, O1とO2の積, すなわち

O1 ×O2 = {(x1, x2)|x1 ∈ O1, x2 ∈ O2}

はRm+nの開集合であることを示せ.

3. (An)n∈NをNによって添字付けられた集合族とする. このとき, 集合 lim
n→∞

Anおよび lim
n→∞

An

を

lim
n→∞

An =
∞∩
k=1

∞∪
n=k

An, lim
n→∞

An =
∞∪
k=1

∞∩
n=k

An

により定め, それぞれ (An)n∈Nの上極限集合, 下極限集合という. すなわち, lim
n→∞

Anは無限
個のAnに含まれる元全体, lim

n→∞
Anは有限個のAnを除いてそれ以外のすべてのAnに含ま

れる元全体の集合である. なお, lim
n→∞

An, lim
n→∞

Anはそれぞれ lim sup
n→∞

An, lim inf
n→∞

Anとも表す.

A,Bを集合とし, 集合族 (An)n∈Nを

A2n = A, A2n−1 = B (n ∈ N)

により定める. このとき, lim
n→∞

An, lim
n→∞

Anを求めよ.

4. (An)n∈NをNによって添字付けられた集合族とすると, 包含関係

lim
n→∞

An ⊂ lim
n→∞

An

がなりたつ. 上の式において, 等号がなりたつとき, これらの集合を lim
n→∞

An と表し, (An)n∈N

の極限集合という. また, (An)n∈Nは lim
n→∞

Anに収束するという.

(1) 任意の n ∈ Nに対して, An ⊂ An+1ならば,

lim
n→∞

An =
∞∪
n=1

An

であることを示せ.

(2) 任意の n ∈ Nに対して, An ⊃ An+1ならば,

lim
n→∞

An =
∞∩
n=1

An

であることを示せ.
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問題 2の解答
1. まず, b ∈ (−∞, a)とする. このとき, b < aだから, a− b > 0で, B(b; a− b) ⊂ (−∞, a). よっ
て, (−∞, a)はRの開集合.

次に, b ∈ (a,+∞)とする. このとき, b > aだから, b− a > 0で, B(b; b− a) ⊂ (a,+∞).

よって, (a,+∞)はRの開集合.

2. a = (a1, a2) ∈ O1 ×O2 (a1 ∈ O1, a2 ∈ O2) とする. a1 ∈ O1で, O1はRmの開集合だから, あ
る ε1 > 0が存在し, B(a1; ε1) ⊂ O1. 同様に, ある ε2 > 0が存在し, B(a2; ε2) ⊂ O2.

ここで, ε > 0を ε = min{ε1, ε2}により定める. x = (x1, x2) ∈ B(a; ε) (x1 ∈ Rm, x2 ∈ Rn)

とすると, d(x, a) < εより,

d(x1, a1)
2 + d(x2, a2)

2 < ε2

だから, i = 1, 2とすると,

d(xi, ai) < ε

≤ εi.

すなわち, d(xi, ai) < εiだから, xi ∈ B(ai; εi). よって, xi ∈ Oiだから, x ∈ O1 ×O2. した
がって, B(a; ε) ⊂ O1 ×O2だから, O1 ×O2はRm+nの開集合.

3. まず,

lim
n→∞

An =
∞∩
k=1

∞∪
n=k

An

=
∞∩
k=1

(A ∪B)

= A ∪B.

また,

lim
n→∞

An =
∞∪
k=1

∞∩
n=k

An

=
∞∪
k=1

(A ∩B)

= A ∩B.

4. (1) まず,

lim
n→∞

An =
∞∩
k=1

∞∪
n=k

An

⊂
∞∪
n=1

An.

また, 任意の n ∈ Nに対して, An ⊂ An+1だから,

lim
n→∞

An =
∞∪
k=1

∞∩
n=k

An

=
∞∪
k=1

Ak.
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よって,

lim
n→∞

An ⊂ lim
n→∞

An.

一方,

lim
n→∞

An ⊂ lim
n→∞

An

は常になりたつ.

したがって,

lim
n→∞

An =
∞∪
n=1

An.

(2) まず, 任意の n ∈ Nに対して, An ⊃ An+1 だから,

lim
n→∞

An =
∞∩
k=1

∞∪
n=k

An

=
∞∩
k=1

Ak.

また,

lim
n→∞

An =
∞∪
k=1

∞∩
n=k

An

⊃
∞∩
n=1

An.

よって,

lim
n→∞

An ⊂ lim
n→∞

An.

一方,

lim
n→∞

An ⊂ lim
n→∞

An

は常になりたつ.

したがって,

lim
n→∞

An =
∞∩
n=1

An.


