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§11. 位相の生成
§8において定義したように, 部分集合系が位相となるためには, 3つの条件をみたさなければ

ならない. しかし, あたえられた部分集合系を含むような位相を考えることはできる. 例えば,

離散空間は任意の部分集合を含むため, そのような例となるが, ここでは逆に, できるだけ小さ
い位相について考えよう.

まず, 2つの位相を比較する言葉をきちんと定めておこう.

定義 X を空でない集合, O1, O2をX の位相とする. O1 ⊂ O2のとき, O1はO2より小さい,

弱い, または粗いという. また, O2はO1より大きい, 強い, または細かいという.

例 Xを位相空間とする. このとき, Xの密着位相はXのどの位相よりも小さい.

一方, Xの離散位相はXのどの位相よりも大きい.

定理 Xを空でない集合, O1, O2をXの位相とする. このとき, 次の (1), (2)は同値.

(1) O1はO2より小さい.

(2) 恒等写像 1X : (X,O2) → (X,O1)は連続.

証明 連続写像は開集合の逆像が常に開集合であることより, 明らか. □

さて, Xを空でない集合, MをXの部分集合系とする. このとき, Mを含むXの位相全体の
中で最も小さいものをO(M)と表し, Mにより生成される位相という. また, MをO(M)の準
基底, 部分基底, または準開基という.

O(M)に関して, まず, 次がなりたつことが容易に分かる.

定理 O(M) =
∩
{O|M ⊂ O, OはXの位相 }.

証明 まず, 右辺がMを含むことは明らか.

次に, 右辺が位相の条件をみたすことを示せばよい. □

以下では, 上のO(M)をより具体的に表すことを考えていこう.

まず, 開集合と開集合の共通部分は開集合であることに注目し, Mの有限個の元O1, O2, . . . ,

Onを用いて,

O1 ∩O2 ∩ · · · ∩On

と表されるもの全体の集合をM0と表す. 特に, n = 1のときを考えると, M ⊂ M0である. ま
た, n = 0のときも考え, Mの 0個の元の共通部分はXであると約束する. よって, X ∈ M0で
ある.

次に, 開集合の族の和集合は開集合であることに注目し, M0の元からなる集合族 (Oλ)λ∈Λを
用いて,

∪
λ∈Λ

Oλと表されるもの全体の集合を M̃と表す. 特に, Λが 1個の元からなるときを考

えると, M0 ⊂ M̃ である. また, Λ = ∅のときも考え, M0の 0個の元の和集合は ∅であると約
束する. よって, ∅ ∈ M̃である.

実は, このようにして得られた M̃はO(M)に一致する. すなわち, 次がなりたつ.

定理 O(M) = M̃.

証明 まず, X ∈ M0およびM0 ⊂ M̃より, X ∈ M̃. また, ∅ ∈ M̃.

次に, ∪
λ∈Λ

Oλ,
∪
µ∈M

O′
µ ∈ M̃ (Oλ, O

′
µ ∈ M0)
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とすると, ∪
λ∈Λ

Oλ ∩
∪
µ∈M

O′
µ =

∪
(λ,µ)∈Λ×M

(Oλ ∩O′
µ).

Oλ, O
′
µ ∈ M0であることとM0の定義より, Oλ ∩O′

µ ∈ M0. よって,∪
λ∈Λ

Oλ ∩
∪
µ∈M

O′
µ ∈ M̃.

更に, M̃の定義より, M̃の元からなる集合族の和集合は M̃の元である.

したがって, M̃はXの位相である. また, M ⊂ M0およびM0 ⊂ M̃ より, M ⊂ M̃.

ここで, OをMを含むXの任意の位相とする. このとき, 位相の定義より, M0 ⊂ Oとなり,

更に, M̃ ⊂ O. すなわち, M̃はOより小さいから, O(M) = M̃. □

上で述べたことを基に, 次のように定める.

定義 (X,O)を位相空間, BをXの部分集合系とする. 任意のO ∈ OがBの元からなる部分
集合族 (Oλ)λ∈Λを用いて, O =

∪
λ∈Λ

Oλと表されるとき, BをOの基底または開基という.

注意 Bを位相空間 (X,O)の基底とする. このとき, O = O(B)となるから, BはOの準基底
でもある.

例 上において述べたことより, M0はO(M)の基底である.

例 (X, d)を距離空間とする. このとき, Xの部分集合系Bを

B = {B(x; ε)|x ∈ X, ε > 0}

により定める. 距離空間の開集合の定義より, Bは dにより定まる位相の基底となる.

例 Euclid距離から定まるRの位相をOとする. 上の例より, 開区間全体の集合はOの基底で
ある.

これに対して, 問題 2で扱った無限開区間を考え, これら全体の集合をMとしよう. このと
き, MはOの基底ではない. しかし, 任意の開区間は 2つの無限開区間の共通部分として表す
ことができる. よって, MはOの準基底である.

部分集合系がある位相の基底となるための必要十分条件は次のように述べることができる.

定理 X を空でない集合, BをX の部分集合系とする. BがX のある位相の基底となるため
の必要十分条件は次の (1), (2)がなりたつことである.

(1) 任意の x ∈ Xに対して, x ∈ OとなるO ∈ Bが存在する.

(2) O1, O2 ∈ B, O1 ∩O2 ̸= ∅ならば, 任意の x ∈ O1 ∩O2に対して,

x ∈ O ⊂ O1 ∩O2となるO ∈ Bが存在する.

証明 位相やその基底の定義を用いて, 条件を確かめればよい. □

さて, §10において, 任意の点が可算基本近傍系をもつという第一可算公理について述べたが,

ここでは, 第二可算公理について述べよう.

定義 (X,O)を位相空間とする. 高々可算個の元からなるOの基底が存在するとき, Xは第二
可算公理をみたすという.

第二可算公理をみたす位相空間の例を挙げるために, 幾つか言葉を用意しておこう.
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定義 Xを位相空間とする.

A ⊂ Xとする. A = Xとなるとき, AはXにおいて稠密であるという.

Xが稠密で高々可算な部分集合をもつとき, Xは可分であるという.

例 有理数全体の集合をQと表す. このとき, Q ⊂ Rである.

まず, QがRにおいて稠密であることを背理法により示す. QがRにおいて稠密でないと仮
定する. このとき, Q ⊊ Rだから, 閉包の定義より, x ∈ (R \Q)iが存在する. 更に, (R \Q)iは
Rの開集合だから, ある開区間 (a, b)が存在し,

x ∈ (a, b) ⊂ (R \Q)i.

ここで, 微分積分において学ぶように, 任意の開区間はある有理数を含む. これは矛盾. よって,

QはRにおいて稠密である.

また, 集合論において学ぶように, Qは可算である. したがって, QはRの稠密な可算部分集
合である. すなわち, Rは可分である.

さらに, 距離空間Rの n個の直積として得られるRnも可分である. 実際, Qの n個の直積
QnがRnの稠密な可算部分集合となる.

Rnは第二可算公理をみたす. より一般に, 次の定理として述べよう.

定理 可分な距離空間は第二可算公理をみたす.

証明 (X, d)を可分な距離空間とする.

まず, Xは可分だから, 稠密で高々可算なXの部分集合Aが存在する. このとき,

B = {B(x; ε)|x ∈ A, ε > 0, ε ∈ Q}

とおく. Aは高々可算で, Qは可算だから, Bは高々可算である.

次に, Bが X の位相の基底となることを示す. O を X の開集合とし, x ∈ O とする. こ
のとき, ある ε > 0が存在し, B(x; ε) ⊂ O. ここで, B

(
x; ε

3

)
∩ A = ∅であると仮定すると,

B
(
x; ε

3

)
⊂ (X \ A)iとなり, AがX において稠密であることに矛盾. よって, y ∈ B

(
x; ε

3

)
∩ A

が存在する. r ∈ Qを 1
3
ε < r < 2

3
εとなるように選んでおくと,

d(x, y) <
1

3
ε

< r

だから, x ∈ B(y; r). また, z ∈ B(y; r)とすると, 三角不等式より,

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)

<
1

3
ε+ r

<
1

3
ε+

2

3
ε

= ε

だから, B(y; r) ⊂ B(x; ε). したがって, x ∈ B(y; r) ⊂ Oとなるから, OはこのようなB(y; r)の
和集合として表すことができる. B(y; r) ∈ Bだから, BはOの基底である. □
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問題 11

1. (X,OX), (Y,OY )を位相空間, f をXから Y への写像, MをOY の準基底とする. f が連続
であることと任意のO ∈ Mに対して, f−1(O) ∈ OX となることは同値であることを示せ.

2. Buを問題 3において扱った左半開区間全体の集合とする.

(1) BuはRのある位相の基底となることを示せ.

(2) (1)により定まるRの位相をOuと表し, 上限位相という. 左半開区間は (R,Ou)の開
集合でも閉集合でもあることを示せ.

(3) 開区間は (R,Ou)の開集合であることを示せ.

(4) Blを問題 3において扱った右半開区間全体の集合とすると, (1)と同様に, BlはRのあ
る位相の基底となる. OlをBlを基底とするRの位相とすると, (2), (3)と同様に, 右半
開区間は (R,Ol)の開集合でも閉集合でもあり, 開区間は (R,Ol)の開集合である. なお,

Olを下限位相, (R,Ol)を Sorgenfrey直線という.

OuおよびOlより大きいRの位相は離散位相であることを示せ.

(5) (R,Ou)は第一可算公理をみたすことを示せ. 同様に, (R,Ol)は第一可算公理をみたす
(6) (R,Ou)は可分であることを示せ. 同様に, (R,Ol)は可分である.

(7) (R,Ou)は第二可算公理をみたさないことを示せ. 特に, (R,Ou)は距離付け可能ではない.

同様に, (R,Ol)は第二可算公理をみたさず, 距離付け可能ではない.

3. 第二可算公理をみたす距離空間は第一可算公理をみたし, 可分であることを示せ.
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問題 11の解答
1. まず, f が連続であると仮定する. このとき, f による Y の任意の開集合の逆像はXの開集
合. 特に, O ∈ Mとすると, Oは Y の開集合だから, f−1(O) ∈ OX .

逆に, 任意のO ∈ Mに対して, f−1(O) ∈ OX となると仮定する.

まず,

O = {A ⊂ Y |f−1(A) ∈ OX}

とおき, Oが Y の位相となることを示す. f−1(Y ) = Xおよび f−1(∅) = ∅より, Y, ∅ ∈ O. ま
た, A1, A2 ∈ Oとすると, f−1(A1), f

−1(A2) ∈ OX だから,

f−1(A1 ∩ A2) = f−1(A1) ∩ f−1(A2)

∈ OX .

すなわち, A1 ∩A2 ∈ O. 更に, (Aλ)λ∈ΛをOの元からなる集合族とすると, f−1(Aλ) ∈ OXだ
から,

f−1

(∪
λ∈Λ

Aλ

)
=
∪
λ∈Λ

f−1(Aλ)

∈ OX .

よって, Oは Y の位相である.

ここで, 仮定より, M ⊂ O. よって,

OY = O(M)

⊂ O.

すなわち, OY ⊂ O. したがって, f による (Y,OY )の任意の開集合の逆像はXの開集合. す
なわち, f は連続である.

2. (1) まず, 任意の x ∈ Rに対して, xを含む左半開区間が存在する.

また, 2つの左半開区間の共通部分は空でないならば, 左半開区間である.

よって, BuはRのある位相の基底となる.

(2) 左半開区間を (a, b]と表しておく. ただし, a, b ∈ R, a < bである.

まず, 基底の定義より, (a, b]は (R,Ou)の開集合.

次に, n ∈ Nとすると, 左半開区間 (a− n, a]および (b, b+ n]は (R,Ou)の開集合.

ここで,

(−∞, a] ∪ (b,+∞) =

(
∞∪
n=1

(a− n, a]

)
∪

(
∞∪
n=1

(b, b+ n]

)
.

よって, 基底の定義より, (−∞, a] ∪ (b,+∞)は (R,Ou)の開集合. 更に,

(a, b] = R \ ((−∞, a] ∪ (b,+∞)) .

したがって, (a, b]は (R,Ou)の閉集合.

以上より, 左半開区間は (R,Ou)の開集合でも閉集合でもある.

(3) n ∈ Nとすると, 左半開区間
(
a, b− b− a

2n

]
は (R,Ou)の開集合. ここで,

(a, b) =
∞∪
n=1

(
a, b− b− a

2n

]
.
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よって, (a, b)は (R,Ou)の開集合. すなわち, 開区間は (R,Ou)の開集合
(4) a, b, c ∈ R, a < b < cとする.

(2)より, (a, b] ∈ Ouだから, 仮定より, (a, b] ∈ O.

同様に, [b, c) ∈ Olだから, 仮定より, [b, c) ∈ O.

よって,

{b} = (a, b] ∩ [b, c) ∈ O.

したがって, Oは離散位相.

(5) x ∈ Rに対して,

U∗(x) =

{(
x− 1

n
, x

]∣∣∣∣n ∈ N

}
とおく. このとき, U∗(x)は可算.

また, BuはOuの基底だから, xを含む (R,Ou)の開集合はU∗(x)のある元を含む. よっ
て, U∗(x)は xの基本近傍系である.

したがって, (R,Ou)は第一可算公理をみたす.

(6) Ouに関して (R\Q)i ̸= ∅ であると仮定する. このとき, BuはOuの基底だから, (R\Q)i

はある左半開区間を含む. 左半開区間はある有理数を必ず含むから, これは矛盾. よって,

Qは (R,Ou)において稠密. したがって, (R,Ou)は可分.

(7) 背理法により示す.

(X,Ou)が第二可算公理をみたすと仮定する. このとき, 高々可算個の元からなるOu

の基底Bが存在する. ここで, A ⊂ Rを

A = {x ∈ R|あるO ∈ Bに対して, x = maxO}

により定める. このとき, Bは高々可算だから, Aは高々可算.

また, B ⊂ Rを

B = {x ∈ R|あるO ∈ Ouに対して, x = maxO}

により定める.

このとき, 基底の定義より, A = B. 一方, 任意の左半開区間はOuの元だから, B = R.

よって, R = A. Rは可算集合ではないから, これは矛盾. したがって, (X,Ou)は第 2可
算公理をみたさない.

3. Xを第二可算公理をみたす位相空間とする. このとき, 高々可算個の元からなるXの位相の
基底Bが存在する.

まず, Xが第一可算公理をみたすことを示す. x ∈ Xに対して, xを含むBの元全体の集
合をU∗(x)とおく. このとき, Bは高々可算だから, U∗(x)は高々可算. また, U を xの近傍と
すると, Xのある開集合Oが存在し, x ∈ O ⊂ U となる. よって, 基底の定義より, xはBの
ある元に含まれる. したがって, U∗(x)は xの基本近傍系となる. 以上より, Xは第一可算公
理をみたす.

次に, Xが可分であることを示す. Bの各元から 1点ずつ選んで得られるXの部分集合を
Aとおく. このとき, Bは高々可算だから, Aは高々可算. また, (X \ A)i ̸= ∅であると仮定
すると, あるO ∈ Bが存在し, O ⊂ (X \ A)i. これはAの定義に矛盾. よって, Aは稠密. し
たがって, Xは可分.


