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§12. 誘導位相
1つの集合から位相空間の族への写像の族, あるいは位相空間の族から 1つの集合への写像の

族から新たな位相空間を作ることができる.

まず, 1つの集合から位相空間の族への写像の族があたえられているとする. このとき, 定義
域の位相で, 各写像が連続となるものを考えよう. 例えば, 離散位相はそのような位相の例とな
るが, ここでは逆にできるだけ小さい位相について考えよう.

定義 X を空でない集合, ((Xλ,Oλ))λ∈Λ を位相空間の族とし, 各 λ ∈ Λに対して, X からXλ

への写像 fλ があたえられているとする. このとき,
∪
λ∈Λ

f−1
λ (Oλ)により生成されるXの位相を

(fλ)λ∈Λによる誘導位相または弱位相という.

上の定義において, 各 fλが連続となるためには少なくとも fλによる (Xλ,Oλ)の開集合の逆
像はXの開集合でなければならないから, (fλ)λ∈Λによる誘導位相は各 fλが連続となるXの位
相の中で最も小さい.

例 (相対位相)

(X,O)を位相空間とし, A ⊂ X, A ̸= ∅とする. 更に, ιをAからXへの包含写像とする. こ
のとき, O ∈ Oとすると,

ι−1(O) = O ∩ A.

§8において示したことから分かるように, ι−1(O)により生成されるAの位相はAのOに関する
相対位相に他ならない. すなわち, 包含写像による部分集合の誘導位相は相対位相に一致する.

例 (積位相)

(X,OX), (Y,OY )を位相空間, pX , pY をそれぞれX × Y からX, Y への射影, すなわち

pX(x, y) = x, pY (x, y) = y ((x, y) ∈ X × Y )

とする. このとき, {pX , pY }によるX × Y の誘導位相を (X,OX)と (Y,OY )の直積位相, または
単に積位相という. また, 積位相を考えた位相空間X × Y を直積位相空間, 直積空間, または単
に積空間という.

積位相の基底としては, 次に述べるようなものを選ぶことができる.

定理 (X,OX), (Y,OY )を位相空間とし, X × Y の部分集合系OX ×OY を

OX ×OY = {OX ×OY |OX ∈ OX , OY ∈ OY }

により定める. このとき, OX ×OY は (X,OX)と (Y,OY )の積位相の基底.

証明 写像の逆像および開集合の性質より, p−1
X (OX) ∪ p−1

Y (OY )の有限個の元の共通部分はあ
るOX ∈ OX , OY ∈ OY を用いて, p−1

X (OX) ∩ P−1
Y (OY )と表すことができる. ここで,

p−1
X (OX) ∩ P−1

Y (OY ) = (OX × Y ) ∩ (X ×OY )

= OX ×OY .

よって, OX ×OY は (X,OX)と (Y,OY )の積位相の基底. □

上の定理において, OX ×OY の元をX × Y の基本開集合または初等開集合という.

上の例において述べた積位相を一般化するために, §2においても触れた選択公理について, こ
こでもう少し述べておこう.
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定義 (Xλ)λ∈Λを集合族とする. Λから
∪
λ∈Λ

Xλへの写像 fで,任意のλ ∈ Λに対して, f(λ) ∈ Xλ

となるもの全体の集合を
∏
λ∈Λ

Xλと表し, (Xλ)λ∈Λの直積という. また, 各Xλを直積因子という.

注意 上の定義において, Λ = {1, 2}のときは,
∏
λ∈Λ

XλはX1とX2の直積X1 ×X2と同一視す

ることができる.

また, Λ = {1, 2, . . . , n}のときは
∏
λ∈Λ

Xλ をX1 ×X2 × · · · ×Xnまたは
n∏

i=1

Xiとも表す.

更に, Λ = Nのときは,
∏
λ∈Λ

Xλを
∞∏
n=1

Xnとも表す.

選択公理は次のように述べることができる.

選択公理 (Xλ)λ∈Λが空でない集合からなる集合族ならば,
∏
λ∈Λ

Xλ ̸= ∅.

(Xλ)λ∈Λを空でない集合からなる集合族とし, X =
∏
λ∈Λ

Xλとおく. このとき, 選択公理によ

り, f ∈ X が存在する. f を (Xλ)λ∈Λの選択関数という. また, λ ∈ Λに対して, f(λ)を f の λ

成分という. f に f(λ)を対応させることにより定まるXからXλへの写像を pλと表し, Xから
Xλへの射影という.

さて, 上の例において述べた積位相は次のように一般化することができる.

定義 ((Xλ,Oλ))λ∈Λを位相空間の族とし, X =
∏
λ∈Λ

Xλとおく. また, λ ∈ Λに対して, pλをX

からXλへの射影とする. このとき, (pλ)λ∈ΛによるXの誘導位相を ((Xλ,Oλ))λ∈Λの直積位相,

または単に積位相という. また, 積位相を考えた位相空間Xを直積位相空間, 直積空間, または
単に積空間という.

上の定義において, 積位相の基底Bとしては,

B =

{∏
λ∈Λ

Oλ

∣∣∣∣∣Oλ ∈ Oλで有限個の λを除いてOλ = Xλ

}
を選ぶことができる. 証明は上の定理と同様である. また, Bの元をX の基本開集合または初
等開集合という.

次に, 位相空間の族から 1つの集合への写像の族があたえられているとする. このとき, 値域
の位相で, 各写像が連続となるものを考えよう. 例えば, 密着位相はそのような位相の例となる
が, ここでは逆にできるだけ大きい位相について考えよう.

X を空でない集合, ((Xλ,Oλ))λ∈Λ を位相空間の族とし, 各 λ ∈ Λに対して, XλからX への
写像 fλ があたえられているとする. このとき, Xの部分集合系Oを

O = {O ⊂ X|任意の λ ∈ Λに対して f−1
λ (O) ∈ Oλ}

により定める. このとき, 写像の逆像および開集合の性質より, OはX の位相となることが容
易に分かる. また, 定義より, Oは各 fλが連続となるXの位相の中で最も大きい. Oを (fλ)λ∈Λ
による誘導位相という.

例 (直和位相)

((Xλ,Oλ))λ∈Λを位相空間の族とし, (Xλ)λ∈Λの直和
⊔
λ∈Λ

XλをX とおく. また, λ ∈ Λに対し

て, XλからXへの写像 ιλを
ιλ(x) = x (x ∈ Xλ)
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により定める. このとき, Xの部分集合系Oを

O = {O ⊂ X|任意の λ ∈ Λに対して ι−1
λ (O) ∈ Oλ}

により定めると, ιλの定義より,

O =

{⊔
λ∈Λ

Oλ

∣∣∣∣∣任意の λ ∈ Λに対してOλ ∈ Oλ

}

である. よって, 問題 8において扱ったように, (ιλ)λ∈ΛによるXの誘導位相は ((Xλ,Oλ))λ∈Λの
直和位相に他ならない.

もう 1つの例を述べるための準備として, 同値関係について簡単に述べておこう. X を空で
ない集合とし, X ×Xの任意の元に対して, みたすかみたさないかを判定できる規則Rがあた
えられているとする. このとき, RをX上の 2項関係という. (x, y) ∈ X ×XがRをみたすと
き, xRyと表す.

定義 X を空でない集合, RをX 上の 2項関係とし, x, y, z ∈ X とする. 次の (1)～(3)がなり
たつとき, Rを同値関係という.

(1) 任意の xに対して, xRx. (反射律)

(2) xRyならば, yRx. (対称律)

(3) xRyかつ yRzならば, xRz. (推移律)

Rが同値関係のとき, xRyとなる x, yに対して, xと yは同値であるという.

なお, 同値関係は∼という記号を用いることが多い.

Xを空でない集合, ∼をX上の同値関係とする. x ∈ Xに対して, Xの部分集合C(x)を

C(x) = {y ∈ X|xRy}

により定める. C(x)を∼による xの同値類, C(x)の各元をC(x)の代表という.

推移律より, x, y ∈ Xに対してC(x)∩C(y) ̸= ∅ならば, C(x) = C(y)である. 更に, 反射律よ
り, ∼による同値類全体はXを互いに交わらない部分集合の和に分解する.

∼による同値類全体の集合をX/ ∼と表し, X の∼による商集合という. x ∈ X に C(x) ∈
X/ ∼を対応させると, この対応はXからX/ ∼への全射を定める. この写像を自然な射影また
は商写像という.

あたえられた位相空間に同値関係を定め, 商集合を考えるといった場面は, 例えば, 位相幾何
学を始めとする幾何学においてよく現れる. このとき, 商集合は次のように自然に位相空間と
なる.

例 (商位相)

(X,O)を位相空間, ∼をX上の同値関係, πを自然な射影とする. このとき, X/ ∼の πによ
る誘導位相を商位相という. また, 商位相を考えた位相空間X/ ∼を商位相空間, または単に商
空間という.
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問題 12

1. (X, dX), (Y, dY )を距離空間, OX , OY をそれぞれ dX , dY により定まるX, Y の位相とする.

問題 5において扱ったXと Y の直積距離により定まるX × Y の位相は (X,OX)と (Y,OY )

の積位相に一致することを示せ.

2. (Xλ)λ∈Λを空でない集合からなる集合族とし, X =
∏
λ∈Λ

Xλとおく. 各 λ ∈ Λに対して, Xか

らXλへの射影 pλは全射であることを示せ.

3. 位相空間の族 ((Xλ,Oλ))λ∈Λに対して, X =
∏
λ∈Λ

Xλとおき, ((Xλ,Oλ))λ∈Λの積位相を考える.

また, λ ∈ Λに対して, pλをXからXλへの射影とする. 更に, (Y,OY )を位相空間, f を Y

からXへの写像とする. f が連続であることと任意の λ ∈ Λに対して, pλ ◦ f が連続である
ことは同値であることを示せ.

4. 実数を成分とする n次の正方行列全体の集合をMn(R)と表す. A,B ∈ Mn(R)に対して, A

とBが相似のとき, すなわちB = P−1AP となる n次の正則行列 P が存在するとき, A ∼ B

と定める. ∼はMn(R)上の同値関係であることを示せ.

5. (X,OX)を位相空間, ∼をX上の同値関係とし, 商空間X/ ∼を考える. また, πをXから
X/ ∼への自然な射影とする. 更に, (Y,OY )を位相空間, f をX/ ∼から Y への写像とする.

f が連続であることと f ◦ πが連続であることは同値であることを示せ.
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問題 12の解答
1. d′をXとY の直積距離とする. また, Od′を d′により定まるX×Y の位相, OX×Y を (X,OX)

と (Y,OY )の積位相とする.

まず, (x, y) ∈ X × Y , ε > 0に対して, x′ ∈ BX

(
x; ε

2

)
, y′ ∈ BY

(
y; ε

2

)
とする. ただし,

BX

(
x; ε

2

)
は dX に関する xの ε

2
近傍で, BY

(
y; ε

2

)
についても同様である. このとき,

d′((x, y), (x′, y′)) = dX(x, x
′) + dY (y, y

′)

<
ε

2
+

ε

2

= ε.

すなわち, d′((x, y), (x′, y′)) < εだから, (x′, y′) ∈ BX×Y ((x, y); ε). よって,

BX

(
x;

ε

2

)
×BY

(
y;

ε

2

)
⊂ BX×Y ((x, y); ε).

すなわち, BX×Y ((x, y); ε) ∈ OX×Y . 更に, BX×Y ((x, y); ε)と表されるX ×Y の部分集合全体
はOd′の基底となるから, Od′ ⊂ OX×Y .

次に,

(x, y) ∈ OX ×OY ∈ OX ×OY

とする. このとき, x ∈ OX ∈ OX だから, x ∈ BX(x, εx) ⊂ OX となる εx > 0が存在する. 同
様に, y ∈ BY (y, εy) ⊂ OY となる εy > 0が存在する. ここで,

(x′, y′) ∈ BX×Y ((x, y);min{εx, εy})

とすると,

dX(x, x
′) ≤ dX(x, x

′) + dY (y, y
′)

= d′((x, y), (x′, y′))

< min{εx, εy}
≤ εx.

すなわち, dX(x, x
′) < εxだから, x′ ∈ B(x; εx). よって, x′ ∈ OX . 同様に, y′ ∈ OY . した

がって,

BX×Y ((x, y);min{εx, εy}) ⊂ OX ×OY .

すなわち, OX ×OY ∈ Od′ . 更に, OX ×OY は (X,OX)と (Y,OY )の積位相の基底となるか
ら, OX×Y ⊂ Od′ .

以上より, Od′ = OX×Y .

2. λ ∈ Λとする. まず, 選択公理より, f ∈ Xが存在する. ここで, a ∈ Xλに対して, g ∈ Xを

g(µ) =

{
a (µ = λ),

f(µ) (µ ∈ Λ, µ ̸= λ)

により定める. このとき,

pλ(g) = g(λ)

= a.
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すなわち, pλ(g) = a. よって, pλは全射.

3. まず, f が連続であると仮定する. 積位相の定義より, 任意の λに対して, pλは連続. よって,

pλ ◦ f は連続.

逆に, 任意の λ ∈ Λに対して, pλ ◦ fが連続であると仮定する. O ∈ Oλとすると, 仮定より,

f−1(p−1
λ (O)) = (pλ ◦ f)−1(O)

∈ OY .

すなわち, f−1(p−1
λ (O)) ∈ OY . ここで, 積位相の定義より,

∪
λ∈Λ

p−1
λ (Oλ)は ((Xλ,Oλ))λ∈Λの積

位相の準基底. よって, f は連続.

4. A,B,C ∈ Mn(R)とする.

まず, Eを n次の単位行列とすると,

A = E−1AE.

ここで, Eは正則だから, A ∼ A. よって, ∼は反射律をみたす.

次に, A ∼ Bとすると, B = P−1AP となる n次の正則行列 P が存在する. このとき,

A = PBP−1

= (P−1)−1BP−1.

すなわち,

A = (P−1)−1BP−1.

ここで, P−1は正則だから, B ∼ A. よって, ∼は対称律をみたす.

更に, A ∼ BかつB ∼ Cとすると, B = P−1AP , C = Q−1BQとなる n次の正則行列P,Q

が存在する. このとき,

C = Q−1(P−1AP )Q

= (PQ)−1A(PQ).

すなわち,

C = (PQ)−1A(PQ).

ここで, PQは正則だから, A ∼ C. よって, ∼は推移律をみたす.

したがって, ∼はMn(R)上の同値関係.

5. まず, f が連続であると仮定する. 商位相の定義より, πは連続. よって, π ◦ f は連続.

逆に, f ◦ πが連続であると仮定する. O ∈ OY とすると, 仮定より,

π−1(f−1(O)) = (f ◦ π)−1(O)

∈ OX .

すなわち, π−1(f−1(O)) ∈ OX . よって, 商位相の定義より, f−1(O)はX/ ∼の開集合. した
がって, f は連続.


