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§1. 連結空間
位相空間が連結であるとは, 大雑把に言えば全体として繋がっているということを意味する.

ここでは, まず, 連結性よりは直感的に理解し易いと思われる弧状連結性について述べることか
ら始めよう.

定義 Xを位相空間とする.

閉区間 [a, b]からXへの連続写像 γをXの道または弧という. このとき, γ(a), γ(b)をそれぞ
れ γの始点, 終点という.

x, y ∈ Xとする. xを始点, yを終点とするXの道 γを xと yを結ぶ道という.

X の任意の 2点を結ぶ道が存在するとき, X は弧状連結であるという. 弧状連結な位相空間
を弧状連結空間という.

A ⊂ Xとする. Aは相対位相に関して弧状連結なとき, 弧状連結であるという.

注意 上の定義において, [a, b]の位相はRの部分空間としての相対位相を考えている.

Xの道のことをX内の曲線ともいう.

道で結ぶことができるという関係は同値関係となる.

例 Xを密着空間とする. x, y ∈ Xに対して, [a, b]からXへの写像 γを

γ(t) =

{
x (t = a),

y (t ̸= a)

により定める. 位相空間から密着空間への任意の写像は連続だから, γは xと yを結ぶX の道
である. よって, Xは弧状連結. すなわち, 密着空間は弧状連結である.

一方, 2点以上を含む離散空間は弧状連結ではないが, このことを示すには区間の連結性を用
いる必要がある.

例 (凸集合)

x, y ∈ Rnに対して, xと yを結ぶRnの道 γを

γ(t) = (1− t)x+ ty (t ∈ [0, 1])

により定めることができる. この γを線分という.

ここで, A ⊂ Rnとする. 任意の x, y ∈ Aに対して, 像がAに含まれるような xと yを結ぶ線
分が存在するとき, Aは凸であるという. 例えば, Rn自身は凸である. また, a ∈ Rn, ε > 0と
すると, aの ε近傍B(a; ε)は凸である. 凸性の定義より, Rnの凸集合は弧状連結である.

同様に, 一般のノルム空間に対しても, 2点を結ぶ線分や部分集合の凸性を考えることができ
る. このとき, ノルム空間の凸集合は弧状連結である.

次に示すように, 弧状連結性は連続写像によって不変である. このことを弧状連結性は連続写
像によって遺伝するともいう.

定理 X, Y を位相空間, f をXから Y への連続写像とする. Xが弧状連結ならば, f(X)は弧
状連結.

証明 f(x), f(y) ∈ f(X) (x, y ∈ X) とする. Xは弧状連結だから, xと yを結ぶXの道 γが存
在する. このとき, f ◦ γは f(x)と f(y)を結ぶ f(X)の道となる. よって, f(X)は弧状連結. □

注意 上の定理より, 弧状連結性は同相な位相空間に対して不変な性質となる. すなわち, 2つ
の位相空間が互いに同相なとき, 一方が弧状連結ならば, もう一方も弧状連結であり, 一方が弧
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状連結でないならば, もう一方も弧状連結でない. 位相空間に対するこのような性質を位相的性
質という.

次に, 連結性について述べよう.

定義 (X,O)を位相空間とする.

Xが空でない 2つの部分空間の直和として表されないとき, すなわち

X = U ∪ V, U ∩ V = ∅ (U, V ∈ O)

ならば, U = X, V = ∅または U = ∅, V = Xとなるとき, Xは連結であるという. 連結な位相
空間を連結空間という.

A ⊂ Xとする. Aは相対位相に関して連結なとき, 連結であるという.

注意 上の定義より, 位相空間Xが連結であることとXの部分集合で開集合かつ閉集合となる
ものがXと ∅のみであることは同値である.

例 X を密着空間とする. 密着空間の定義より, X の部分集合で開集合かつ閉集合となるもの
はXと ∅のみである. よって, 上の注意より, Xは連結. すなわち, 密着空間は連結である.

例 Xを 2点以上を含む離散空間とする. 離散空間の定義より, x ∈ Xとすると, {x}はXの開
集合かつ閉集合. また, Xは 2点以上を含むから. {x} ̸= X. よって, 上の注意より, Xは連結で
はない. すなわち, 2点以上を含む離散空間は連結ではない.

以下では, {p, q}を 2点 p, qからなる離散空間とする. このとき, 位相空間の連結性は次のよ
うに特徴付けることができる.

定理 Xを位相空間とすると, 次の (1), (2)は同値.

(1) Xは連結.

(2) Xから {p, q}への連続写像は定値写像に限る.

証明 (1) ⇒ (2): f をXから {p, q}への連続写像とする. このとき,

X = f−1(p) ∪ f−1(q), f−1(p) ∩ f−1(q) = ∅.

ここで, fは連続だから, f−1(p)および f−1(q)はXの開集合. よって, Xの連結性より, f−1(p) =

X, f−1(q) = ∅または f−1(p) = ∅, f−1(q) = X. すなわち, f は pにのみ, または qにのみ値をと
る定値写像. したがって, Xから {p, q}への連続写像は定値写像に限る.

(2) ⇒ (1): 対偶を示す.

Xが連結でないと仮定する. 連結性の定義より, Xの空でない開集合 U , V が存在し,

X = U ∪ V, U ∩ V = ∅.

ここで, Xから {p, q}への写像 f を

f(x) =

{
p (x ∈ U),

q (x ∈ V )

により定める. このとき, f は連続となるが, 定値写像ではない. □

次に示すように, 連結性は連続写像によって不変である. すなわち, 連結性は連続写像によっ
て遺伝する. 特に, 連結性は位相的性質である.



§1. 連結空間 3

定理 X, Y を位相空間, f をXから Y への連続写像とする. Xが連結ならば, f(X)は連結.

証明 gを f(X)から {p, q}への連続写像とする. f は連続だから, g ◦ f はXから {p, q}への連
続写像. よって, 仮定より, g ◦ f は定値写像. したがって, gは定値写像となるから, f(X)は連
結. □
また, Rの連結部分集合について, 次がなりたつ.

定理 Rの空でない連結部分集合は区間に限る.

証明 まず, AをRの連結部分集合とし, x < yをみたす x, y ∈ Aに対して, x < z < yならば,

z ∈ Aとなることを背理法により示す. z ̸∈ Aであると仮定し, Aから {p, q}への写像 f を

f(t) =

{
p (t ∈ A, t < z),

q (t ∈ A, t > z)

により定める. このとき, f は連続となるが, 定値写像ではないから, 矛盾. よって, z ∈ A.

したがって, Aが有界なとき, Aは開区間, 閉区間, 左半開区間, 右半開区間の何れかである.

また, Aが有界でないとき, AはR, 無限開区間, 無限閉区間の何れかである.

逆に, Aを区間とする. A = [a, b]の場合のみ示す. f を [a, b]から {p, q}への連続写像とする.

f(a) = pとしてよい. このとき, [a, b]の部分集合Bを

B = {x ∈ [a, b]|[a, x] ⊂ f−1(p)}

により定めると, a ∈ Bで, Bは [a, b]の閉集合. よって, maxBが存在する.

ここで, maxB = bであることを背理法により示す. maxB < bであると仮定すると, f は連
続だから, ある ε > 0が存在し,

x ∈ [maxB − ε,maxB + ε] ∩ [a, b]

ならば, f(x) = p. よって, maxB + ε ∈ Bとなり, 矛盾. したがって, maxB = b. すなわち, f

は定値写像となるから, Aは連結. □
例 X を 2点以上を含む離散空間とする. X が弧状連結ではないことを背理法により示そう.

Xが弧状連結であると仮定する. x, y ∈ Xを異なる 2点とすると, xと yを結ぶXの道

γ : [a, b] → X

が存在する. ここで, γは連続で, {x}はXの開集合かつ閉集合であるから, f−1(x)は [a, b]の開
集合かつ閉集合. よって, a ∈ f−1(x)であることと [a, b]が連結であることより, f−1(x) = [a, b].

これは f(b) = yであることに矛盾. したがって, Xは弧状連結ではない.

最後に, 次を示しておこう.

定理 (X,O)を位相空間, (Aλ)λ∈ΛをXの連結部分集合からなる集合族とし, A =
∪
λ∈Λ

Aλとお

く. 任意の λ, µ ∈ Λに対して, Aλ ∩ Aµ ̸= ∅ならば, Aは連結.

証明 f をAから {p, q}への連続写像とし, λ0 ∈ Λおよび x0 ∈ Aλ0を固定しておく. f(x0) = p

としてよい. まず, f の Aλ0 への制限 f |Aλ0
は A0から {p, q}への連続写像. Aλ0 は連結だから,

f |Aλ0
は定値写像. f(x0) = pだから, f |Aλ0

はA0上で pに値をとる.

ここで, λ ∈ Λとする. 仮定より, Aλ0 ∩ Aλ ̸= ∅だから, f(x) = pとなる x ∈ Aλが存在する.

このとき, 上と同様に, f |Aλ
はAλ上で pに値をとる. よって, Aの定義より, f はA上で pに値

をとる定値写像. したがって, Aは連結. □
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問題 1

1. 弧状連結空間は連結であることを示せ.

2. Xを位相空間とし, A,B ⊂ Xとする. Aが連結で, A ⊂ B ⊂ Aがなりたつならば, Bは連結
であることを示せ. ただし, AはAの閉包を表す. 特に, 連結部分集合の閉包は連結である.

3. Rの部分空間Xを
X = {0} ∪

{
1

n

∣∣∣∣n ∈ N

}
により定める. Xの空でない連結部分集合は 1点のみからなることを示せ.

なお, すべての空でない連結部分集合が 1点のみからなる位相空間を完全不連結であると
いう. 例えば, 離散空間は完全不連結である.

4. A,B ⊂ R2をそれぞれ

A = {(x, 0)|0 < x ≤ 1} ∪
∞∪
n=1

{(
1

n
, y

)∣∣∣∣ 0 < y ≤ 1

}
, B = A ∪ {(0, y)|0 < y ≤ 1}

により定める.

(1) Bは連結であることを示せ.

(2) Bは弧状連結ではないことを示せ.

なお, X ⊂ R2を

X =

{(
x, sin

1

x

)∣∣∣∣x > 0

}
∪ {(0, y)| − 1 ≤ y ≤ 1}

により定めると, Xも連結であるが, 弧状連結ではないことが分かる. このXを位相幾何
学者の正弦曲線ともいう.

5. (X,OX), (Y,OY )を位相空間とする. Xおよび Y が連結であることと積空間X × Y が連結
であることは同値であることを示せ.

更に, 位相空間の族 ((Xλ,Oλ))λ∈Λに対して, 積空間
∏
λ∈Λ

Xλを考えると, 任意の直積因子が

連結であることと積空間が連結であることが同値であることが分かる. また, 弧状連結性に
ついても同様である.
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問題 1の解答
1. Xを弧状連結空間とし, x0 ∈ Xを固定しておく. 仮定より, x ∈ Xとすると, x0と xを結ぶ

Xの道
γx : [ax, bx] → X

が存在する. γxは連続で, [ax, bx]は連結だから, γx([ax, bx])は連結. 更に,

X =
∪
x∈X

γx([ax, bx])

で, x0 ∈ γx([ax, bx]). よって, Xは連結.

2. 背理法により示す.

Bが連結でないと仮定する. このとき, Bから離散空間 {p, q}への連続写像 f で, 定値写像
でないものが存在する. fのAへの制限 f |Aは連続で, Aは連結だから, f |Aは定値写像. よっ
て, f |Aは pに値をとる, すなわちA ⊂ f−1(p)としてよい. 更に, f は定値写像ではないから,

f(x) = qとなる x ∈ Bが存在する. このとき,

A ∩ f−1(q) = ∅.

ここで, {q}は {p, q}の開集合だから, f−1(q)はBの開集合. すなわち, 相対位相の定義より,

f−1(q) = O ∩B

となるXの開集合Oが存在する. 上の 2式より, x ∈ Oで,

A ∩O = ∅

だから, xはAの外点.

一方, x ∈ BおよびB ⊂ Aより, x ∈ Aだから, xはAの外点ではない. これは矛盾. した
がって, Bは連結.

3. Aを空でないXの連結部分集合とする.

まず, ある n ∈ Nが存在し, 1
n
∈ Aであるとする. このとき, { 1

n
}はAの閉集合. 一方, 1

n
の

Rにおけるある近傍 U が存在し,

U ∩ A =

{
1

n

}
.

よって, { 1
n
}はAの開集合. したがって, Aの連結性より, A = { 1

n
}.

次に, 1
n
∈ Aとなる n ∈ Nが存在しないとする. このとき, Aは空でないから, A = {0}.

したがって, Aは 1点のみからなる. すなわち, Xの空でない連結部分集合は 1点のみから
なる.

4. (1) まず, Aは定義より, 弧状連結だから, 連結.

次に, 0 < y ≤ 1に対して, Aの点列 {an}∞n=1を

an =

(
1

n
, y

)
(n ∈ N)

により定める. このとき, {an}∞n=1は (0, y)に収束する. また, A ⊂ Aだから, {an}∞n=1は
Aの点列. AはR2の閉集合だから, (0, y) ∈ A. よって, B ⊂ A.
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一方, A, Bの定義より, A ⊂ B.

したがって, Aは連結で, A ⊂ B ⊂ A がなりたつから, Bは連結.

(2) 背理法により示す.

Bが弧状連結であると仮定する. このとき, (0, 1)と (1, 0)を結ぶBの道

γ : [a, b] → B

が存在する. また, R2からRへの写像 pを

p(x, y) = x ((x, y) ∈ R2)

により定める. pは連続だから, pのBへの制限 p|Bは連続. 更に, γは連続だから, p|B ◦ γ
は連続.

ここで, [a, b]の部分集合CをC = γ−1((0, 1)) により定める. {(0, 1)}はRの閉集合で,

γは連続だから, Cは [a, b]の閉集合. また, t0 ∈ Cとすると, γは連続だから, ある δ > 0

が存在し,

I = (t0 − δ, t0 + δ) ∩ [a, b]

とおくと, t ∈ Iならば,

d(γ(t), γ(t0)) < 1.

すなわち,

d(γ(t), (0, 1)) < 1

だから,

γ(t) ̸∈ {(x, 0)|0 < x ≤ 1}.

よって,

(p|B ◦ γ)(I) ⊂ {0} ∪
{
1

n

∣∣∣∣n ∈ N

}
.

Iは区間だから, 連結. したがって, (p|B ◦ γ)(I)は連結. 一方, 上の右辺の集合は完全不連
結で, (p|B ◦ γ)(t0) = 0だから, (p|B ◦ γ)(I) = {0}. すなわち, I ⊂ Cだから, Cは [a, b]の
開集合. 以上より, C = [a, b]. 一方, γ(b) = (1, 0)だから, これは矛盾. すなわち, Bは弧
状連結ではない.

5. まず, Xおよび Y が連結であると仮定する. x0 ∈ Xを固定しておき, Y からX × Y への写
像 ιY を

ιY (y) = (x0, y) (y ∈ Y )

により定めると, ιY は連続となる. Y は連結だから, ιY (Y ), すなわち {x0} × Y は連結. 同様
に, 各 y ∈ Y に対して, X × {y}は連結. ここで,

X × Y = ({x0} × Y ) ∪

(∪
y∈Y

X × {y}

)

で, 集合 {x0} × Y , X × {y} (y ∈ Y ) のうちのどの 2つも共通部分は空ではない. よって,

X × Y は連結.

逆に, X × Y が連結であると仮定する. pXをX × Y からXへの射影とすると, pXは連続
で, pX(X × Y ) = X. よって, Xは連結. 同様に, Y は連結.


