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§2. 連結成分
位相空間に対して議論を行う際には, 連結成分というものに分けて考えることが多い. まず,

連結成分について述べるために, 次のように定められる 2項関係を考えよう. X を位相空間と
する. x, y ∈ Xに対して, xと yを含むXの連結部分集合が存在するとき, x ∼ yと表すことに
する. このとき, 次がなりたつ.

定理 ∼はX上の同値関係.

証明 x, y, z ∈ Xとする.

まず, {x}は連結で, x ∈ {x}. よって, x ∼ x. したがって, ∼は反射律をみたす.

次に, x ∼ yとする. このとき, x, y ∈ AとなるXの連結部分集合Aが存在する. すなわち, A

は連結で, y, x ∈ A. よって, y ∼ x. したがって, ∼は対称律をみたす.

更に, x ∼ y, y ∼ zとする. このとき, x, y ∈ AとなるXの連結部分集合Aおよび y, z ∈ Bと
なるX の連結部分集合Bが存在する. y ∈ A ∩ Bだから, A ∪ Bは連結. 更に, x, z ∈ A ∪ B.

よって, x ∼ z. したがって, ∼は推移律をみたす.

以上より, ∼はX上の同値関係. □

そこで, 次のように定める.

定義 Xを位相空間とし, x ∈ Xとする. X上の同値関係∼による xの同値類を xの連結成分,

または単に成分という.

連結成分に関して, 次がなりたつ.

定理 Xを位相空間とし, x ∈ Xとする. このとき, 次の (1), (2)がなりたつ.

(1) xの連結成分は xを含むXの連結部分集合全体の和集合. 特に, xの連結成分は xを含むX

の最大の連結部分集合.

(2) xの連結成分はXの閉集合.

証明 xの連結成分をC(x)と表す.

(1): xを含むXの連結部分集合全体の和集合をM と表す.

まず, y ∈ C(x)とする. このとき, ∼の定義より, x, y ∈ AとなるXの連結部分集合Aが存在
する. M の定義より, A ⊂ M だから, y ∈ M . よって, C(x) ⊂ M .

逆に, y ∈ M とする. このとき, M の定義より, x ∈ AとなるXの連結部分集合Aが存在し,

y ∈ A. よって, ∼の定義より, y ∼ x. したがって, y ∈ C(x)だから, M ⊂ C(x).

以上より, C(x) = M . すなわち, xの連結成分は xを含むXの連結部分集合全体の和集合.

(2): C(x)は連結だから, C(x)は連結. よって, (1)より, C(x) ⊂ C(x). 一方, C(x) ⊂ C(x). し
たがって, C(x) = C(x)だから, C(x), すなわち xの連結成分はXの閉集合. □

例 上の定理の (1)より, 連結空間は連結成分が 1つのみからなる位相空間ということができる.

例 問題 1においても触れた完全不連結空間, すなわちすべての空でない連結部分集合が 1点
のみからなる位相空間は, すべての連結成分が 1点のみからなる位相空間ということができる.

注意 Xを位相空間とし, x ∈ Xとする. §1において注意したように, Xの 2点を道で結ぶこと
ができるという関係は同値関係である. この同値関係によって得られる xの同値類を xの弧状
連結成分という. xの弧状連結成分は xと道で結ぶことのできるXの点全体の集合に一致する.

弧状連結成分は閉集合であるとは限らない. 例えば, A,B ⊂ R2をそれぞれ

A = {(x, 0)|0 < x ≤ 1} ∪
∞∪
n=1

{(
1

n
, y

)∣∣∣∣ 0 < y ≤ 1

}
, B = A ∪ {(0, y)|0 < y ≤ 1}
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により定め, R2の部分空間Bについて考えよう. 問題 1において扱ったことからも分かるよう
に, x ∈ Aのとき, xの弧状連結成分はAである. しかし, A ⊊ B ⊂ Aだから, AはBの閉集合
ではない.

次の例に示すように, 連結成分は開集合であるとは限らない.

例 問題 1においても扱った完全不連結空間を考えよう. すなわち,

X = {0} ∪
{
1

n

∣∣∣∣n ∈ N

}
である. このとき, 0 ∈ X の連結成分は {0}. ここで, Oを 0を含むRの開集合とすると, ある
n ∈ Nが存在し, 1

n
∈ O. よって, {0}はXの開集合ではない.

次に述べる局所連結性という性質は連結成分が開集合となるための十分条件をあたえる.

定義 X を位相空間とする. X の任意の点が連結な近傍からなる基本近傍系をもつとき, すな
わち任意の x ∈ X および xの任意の近傍 U に対して, V ⊂ U となる xの連結な近傍 V が存在
するとき, Xは局所連結であるという. 局所連結な位相空間を局所連結空間という.

定義より, 局所連結性は位相的性質である. また, 局所連結空間は次のように特徴付けること
ができる.

定理 Xを位相空間とする. このとき, 次の (1)～(3)は同値.

(1) Xは局所連結.

(2) OをXの開集合となる部分空間とすると, Oの連結成分はすべてXの開集合.

(3) Xの連結開集合全体はXの位相の基底.

証明 (1) ⇒ (2): x ∈ Oとする. 部分空間Oにおける xの連結成分をCO(x)と表す. y ∈ CO(x)

とする. OはXの開集合だから, Xにおける yの近傍. よって, 仮定より, V ⊂ Oとなる yの連
結な近傍 V が存在する. このとき, 上の定理の (1)より, V ⊂ CO(x). したがって, yはCO(x)の
内点. yは任意だから, CO(x)はXの開集合.

(2) ⇒ (3): OをXの開集合とする. 上と同じ記号を用いると,

O =
∪
x∈O

CO(x).

仮定より, 各CO(x)はXの開集合. よって, Xの連結開集合全体はXの位相の基底.

(3) ⇒ (1): x ∈ X とし, U を xの近傍とする. このとき, U の内部 U iは xを含むX の開集合.

よって, 仮定より, x ∈ V ⊂ U となるX の連結開集合 V が存在する. したがって, V は局所連
結. □

注意 2つめの定理の (2)と上の定理の (2)より, 特に, 局所連結空間の連結成分は開集合かつ閉
集合である.

例 a ∈ Rn, ε > 0とする. このとき, §1において述べたように, aの ε近傍B(a; ε) は弧状連結
である. 更に, 問題 1において扱ったように, 弧状連結空間は連結だから, B(a; ε)は連結である.

ここで,

U∗(a) = {B(a; ε)|ε > 0}

とおく. このとき, U∗(a)は aの基本近傍系. よって, Rnは局所連結である.
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同様に, 一般のノルム空間も局所連結である.

例 1つめの注意においた現れた位相空間Bは, 問題 1において扱ったように連結であった. し
かし, Bは局所連結ではない. 実際, (0, 1) ∈ Bの近傍 U を

U = {(x, y)|x ∈ R, y > 0} ∩B

により定めると, V ⊂ U となる (0, 1)の近傍 V は無限個の連結成分をもってしまう.

また, 局所弧状連結性というものを考えることもできる.

定義 X を位相空間とする. X の任意の点が弧状連結な近傍からなる基本近傍系をもつとき,

すなわち任意の x ∈ Xおよび xの任意の近傍U に対して, V ⊂ U となる xの弧状連結な近傍 V

が存在するとき, X は局所弧状連結であるという. 局所弧状連結な位相空間を局所弧状連結空
間という.

定義より, 局所弧状連結性は位相的性質である.

例 4つめの例において述べたことより, Rnは局所弧状連結である.

一般に, 弧状連結な近傍は連結な近傍でもあるから, 局所弧状連結空間は局所連結である.

次の例に示すように, 局所連結空間は局所弧状連結であるとは限らない.

例 (X,O)を余有限位相をもつ位相空間とする. すなわち,

O = {O ⊂ X|X \Oは有限集合 } ∪ {∅}

である.

まず, Xを有限集合とする. このとき, x ∈ Xとすると, X \ {x}は有限集合だから, {x} ∈ O.

よって, Oは離散位相である. Xが 1点のみからなるとき, Xは連結かつ弧状連結かつ局所連結
かつ局所弧状連結であることは明らかである. また, Xが 2点以上を含むとき, §1において述べ
たように, Xは連結でも弧状連結でもない. しかし, xの任意の近傍Uに対して, {x}は {x} ⊂ U

となる xの連結かつ弧状連結な近傍となる. よって, Xは局所連結かつ局所弧状連結.

次に, Xを無限集合とする. U, V ∈ Oが

X = U ∪ V, U ∩ V = ∅

をみたすとする. U, V ̸= ∅であると仮定すると, 余有限位相の定義より, U , V は有限集合. こ
れはXが無限集合であることに矛盾. よって, U = X, V = ∅またはU = ∅, V = X. すなわち,

Xは連結. 更に, OをXの開集合となる部分空間とすると, Oの位相は余有限位相となるから,

Oは連結. したがって, 上の定理より, X は局所連結. しかし, X が可算無限集合のとき, X は
弧状連結でも局所弧状連結でもないことが知られている.

例 (櫛空間)

1つめの注意や 5つめの例において現れた位相空間Bに原点を付け加えたものをX とおく.

すなわち,

X = {(x, 0)|0 < x ≤ 1} ∪
∞∪
n=1

{(
1

n
, y

)∣∣∣∣ 0 < y ≤ 1

}
∪ {(0, y)|0 ≤ y ≤ 1}

である. このXを櫛空間という. このとき, Xは弧状連結となる. しかし, 5つめの例の場合と
同様の理由により, Xは局所弧状連結ではない.
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問題 2

1. Xを位相空間とする. Xの連結成分が有限個ならば, Xの任意の連結成分は開集合かつ閉集
合であることを示せ.

2. Xを位相空間, Aを空でないXの連結部分集合とする. AがXの開集合かつ閉集合ならば,

AはXの連結成分であることを示せ.

3. 位相空間の族 ((Xλ,Oλ))λ∈Λに対して, X =
∏
λ∈Λ

Xλとおき, ((Xλ,Oλ))λ∈Λの積位相を考える.

また, λ ∈ Λに対して, pλをXからXλへの射影とする. f ∈ Xに対して, Cを f の連結成分
とし, 更に, λ ∈ Λに対して, Cλを pλ(f)の連結成分とすると, C =

∏
λ∈Λ

Cλであることを示せ.

4. 有理数全体の集合をQと表す. QをRの部分集合とみなすと, Qは完全不連結であることを
示せ.

5. 2次の実正方行列全体の集合をM2(R)と表し, 対応

M2(R) ∋

(
a b

c d

)
7→ (a, b, c, d) ∈ R4

により, M2(R)をR4と同一視する. また, 2次の直交行列全体の集合をO(2)と表し, O(2)を
M2(R)の部分空間とみなす. O(2)の弧状連結成分の個数は 2であることを示せ.

一般に, n次の実正方行列全体の集合をMn(R)と表すと, Mn(R)はRn2と同一視するこ
とができる. 更に, n次の直交行列全体の集合をO(n)と表し, O(n)をMn(R)の部分空間と
みなすと, O(n)の弧状連結成分の個数は 2であることが分かる.

6. Xを局所弧状連結空間とする.

(1) Xの弧状連結成分は連結成分に一致することを示せ. 特に, 局所弧状連結空間の弧状連
結成分は開集合かつ閉集合である.

(2) Xの連結開集合は弧状連結であることを示せ. 特に, Rnの連結開集合は弧状連結である.
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問題 2の解答
1. C1, C2, . . . , CnをXのすべての連結成分とし, j = 1, 2, . . . , nとする. このとき, CjはXの
閉集合.

また, XはC1, C2, . . . , Cnの直和として,

X =
n⊔

i=1

Ci

と表すことができるから,

Cj = X \

(∪
i̸=j

Ci

)
.

ここで,
∪
i ̸=j

Ciは有限個のXの閉集合の和集合だから, Xの閉集合. よって, CjはXの開集合.

したがって, CjはXの開集合かつ閉集合. すなわち, Xの任意の連結成分は開集合かつ閉
集合.

2. x ∈ Aとする. Aが xの連結成分であることを背理法により示す.

Aが xの連結成分ではないと仮定する. Aは連結だから, 連結成分の性質より, A ⊊ Bとな
るXの連結部分集合Bが存在する. このとき,

B = A ∪ (B \ A), A ∩ (B \ A) = ∅.

ここで, A ⊊ Bで, AはXの空でない開集合だから, AはBの空でない開集合. また, AはX

の閉集合でもあるから, B \ AはBの空でない開集合. これはBが連結であることに矛盾.

よって, Aは xの連結成分.

3. まず, Cは連結で, pλは連続だから, pλ(C)は連結. また, pλ(f) ∈ Cλ. よって, 連結成分の性
質より, pλ(C) ⊂ Cλ. したがって, C ⊂

∏
λ∈Λ

Cλ.

逆に, 各Cλは連結だから,
∏
λ∈Λ

Cλは連結. また, pλ(f) ∈ Cλだから, f ∈
∏
λ∈Λ

Cλ. よって, 連

結成分の性質より,
∏
λ∈Λ

Cλ ⊂ C.

以上より, C =
∏
λ∈Λ

Cλ.

4. 2点以上を含むQの連結部分集合は存在しないことを示せばよい. このことを背理法により
示す.

Aを 2点 x, yを含むQの連結部分集合とする. x < yとしてよい. このとき, x < a < y

となる無理数 a ∈ Rが存在する. よって,

O1 = {z ∈ R|z < a}, O2 = {z ∈ R|z > a}

とおくと, O1, O2はRの開集合で,

A = (A ∩O1) ∪ (A ∩O2), (A ∩O1) ∩ (A ∩O2) = ∅.

ここで, x ∈ A ∩O1, y ∈ A ∈ O2だから, A ∩O1, A ∩O2はQの空でない開集合. これはA

が連結であることに矛盾. したがって, 2点以上を含むQの連結部分集合は存在しない.

5. 直交行列の行列式は 1か−1であることに注意する.
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まず, 行列式が 1の 2次の直交行列全体の集合を SO(2)と表す. A ∈ SO(2)とすると, ある
θ ∈ Rが存在し,

A =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
.

ここで, [0, 1]からO(2)への写像 γを

γ(t) =

(
cos tθ − sin tθ

sin tθ cos tθ

)
(t ∈ [0, 1])

により定めると, γは 2次の単位行列EとAを結ぶO(2)の道. よって, SO(2)はEを含む弧
状連結成分に含まれる. ここで, B ∈ O(2), detB = −1とし, EとBを結ぶO(2)の道 γ̃が
存在すると仮定する. このとき, [0, 1]からRへの写像 gを

g(t) = det γ̃(t)

により定めると, [0, 1]は連結だから, g([0, 1])は連結. しかし, g([0, 1]) ∈ {0, 1}で,

g(0) = detE

= 1,

g(1) = detB

= −1

だから, 矛盾. よって, SO(2)はEを含むO(2)の弧状連結成分.

同様に, 行列式が−1の 2次の直交行列全体の集合はO(2)の弧状連結成分.

したがって, O(2)の弧状連結成分の個数は 2.

6. (1) (Cλ)λ∈ΛをXの弧状連結成分全体からなる集合族とする. このとき,

X =
⊔
λ∈Λ

Cλ

と表すことができる. また, Xは局所弧状連結だから,各CλはXの開集合. ここで, µ ∈ Λ

とすると,

Cµ = X \

(∪
λ ̸=µ

Cλ

)
.

∪
λ ̸=µ

Cλは開集合の和集合だから, Xの開集合. よって, CµはXの閉集合. したがって, Cµ

はXの空でない開集合かつ閉集合だから, Xの連結成分. すなわち, 局所弧状連結空間の
弧状連結成分は連結成分に一致する.

(2) U をXの連結開集合とする.

U = ∅のとき, U は弧状連結.

U ̸= ∅のとき, x ∈ U とする. Xは局所弧状連結だから, V ⊂ U となる xの弧状連結な
近傍 V が存在する. よって, U における xの弧状連結成分は U の開集合. したがって,

(1)と同様の議論により, U の各弧状連結成分は U の開集合かつ閉集合. ここで, U は連
結だから, U の弧状連結成分は 1つのみ. すなわち, U は弧状連結.

したがって, Xの連結開集合は弧状連結.


