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§3. コンパクト空間
微分積分において学ぶように, 閉区間で定義された実数値連続関数は最大値および最小値を

もつが, この事実は閉区間のコンパクト性に基づいている. まず, 位相空間のコンパクト性に関
する言葉について用意しておこう.

定義 Xを位相空間とし, A ⊂ Xとする. また, (Uλ)λ∈ΛをXの部分集合族とする.

A ⊂
∪
λ∈Λ

Uλとなるとき, (Uλ)λ∈ΛをAの被覆という. 特に,各UλがXの開集合のとき, (Uλ)λ∈Λ

をAの開被覆という. また, Λが有限集合のとき, (Uλ)λ∈ΛをAの有限被覆という.

M ⊂ Λとする. (Uλ)λ∈Λおよび (Uµ)µ∈M がAの被覆となるとき, (Uµ)µ∈M を (Uλ)λ∈Λ の部分
被覆という.

Aの任意の開被覆が有限部分被覆をもつとき, Aはコンパクトであるという. コンパクトな位
相空間をコンパクト空間という.

最初に述べたことに関連して, コンパクト空間で定義された実数値連続関数は最大値と最小
値をもつことが分かるが, ここではまず, そのような関数の有界性のみを示しておこう.

定理 コンパクト空間で定義された実数値連続関数は有界.

証明 Xをコンパクト空間, f をXで定義された実数値連続関数とする. f は連続だから, 任意
の n ∈ Nに対して, f による開区間 (−n, n)の逆像 f−1((−n, n))はXの開集合. 更に,

X =
∞∪
n=1

f−1((−n, n))

だから, X の部分集合族 (f−1((−n, n)))n∈N は X の開被覆. ここで, X はコンパクトだから,

(f−1((−n, n)))n∈Nの有限部分被覆が存在する. 更に, n,m ∈ N, n < mならば,

f−1((−n, n)) ⊂ f−1((−m,m))

であることに注意すると,あるN ∈ Nが存在し, X = f−1((−N,N)). よって, f(X) ⊂ (−N,N).

すなわち, 任意の x ∈ Xに対して, |f(x)| < N . したがって, f は有界. □

次に, コンパクト空間の例について述べよう.

例 密着空間や有限個の点からなる位相空間はコンパクトである. 実際, これらの位相空間の開
集合はそもそも有限個しかない.

例 Xを離散空間とする.

Xが有限集合のとき, 上の例より, Xはコンパクト.

X が無限集合のとき, 離散位相の定義より, ({x})x∈X はX の開被覆である. しかし, X は無
限集合だから, ({x})x∈X の有限部分被覆は存在しない. よって, Xはコンパクトではない.

閉区間がコンパクトであることは定理として述べておこう.

Heine-Borelの被覆定理 閉区間はコンパクト.

証明 背理法により示す.

閉区間 [a, b]がコンパクトではないと仮定する. このとき, [a, b]の開被覆 (Uλ)λ∈Λで, 有限部
分被覆をもたないものが存在する. よって, 閉区間

[
a, a+b

2

]
,
[
a+b
2
, b
]
の内の少なくとも一方は有

限個の (Uλ)λ∈Λ の元によって被覆することはできない. そのような閉区間を 1つ選んでおき,

[a1, b1]とする.
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同様に, 閉区間
[
a1,

a1+b1
2

]
,
[
a1+b1

2
, b1
]
の内の少なくとも一方は有限個の (Uλ)λ∈Λの元によって

被覆することはできない. そのような閉区間を 1つ選んでおき, [a2, b2]とする.

以下同様に, この操作を繰り返し, n ∈ Nに対して, 閉区間
[
an,

an+bn
2

]
,
[
an+bn

2
, bn
]
の内の有限

個の (Uλ)λ∈Λの元によって被覆することができないものを 1つ選んでおき, [an+1, bn+1]とする.

このとき, 有界閉区間の列 {[an, bn]}n∈Nは

[an+1, bn+1] ⊂ [an, bn] (n ∈ N)

をみたし,

lim
n→∞

(bn − an) = lim
n→∞

1

2n
(b− a)

= 0.

したがって, 区間縮小法より,
∞∩
n=1

[an, bn]は 1点のみからなる. この 1点を cとおく.

ここで, c ∈ [a, b]だから, ある λ0 ∈ Λが存在し, c ∈ Uλ0 . また, Uλ0 はRの開集合だから, あ
る ε > 0が存在し, B(c; ε) ⊂ Uλ0 . 一方,

lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = c

だから,あるN ∈ Nが存在し, n ∈ N, n ≥ Nならば, [an, bn] ⊂ B(c; ε). すなわち, [an, bn] ⊂ Uλ0 .

これは [an, bn]の選び方に矛盾. 以上より, [a, b]はコンパクト. □

次に示すように, コンパクト性は位相的性質である.

定理 X, Y を位相空間, f をXから Y への連続写像とする. Xがコンパクトならば, f(X)は
コンパクト.

証明 (Uλ)λ∈Λをf(X)の開被覆とする. fは連続だから, (f−1(Uλ))λ∈ΛはXの開被覆. ここで, X

はコンパクトだから, (f−1(Uλ))λ∈Λの有限部分被覆が存在する. すなわち,あるλ1, λ2, . . . , λn ∈ Λ

が存在し,

X =
n∪

i=1

f−1(Uλi
).

よって,

f(X) = f

(
n∪

i=1

f−1(Uλi
)

)

=
n∪

i=1

f(f−1(Uλi
))

⊂
n∪

i=1

Uλi
.

すなわち,

f(X) ⊂
n∪

i=1

Uλi

だから, (Uλi
)ni=1は (Uλ)λ∈Λの有限部分被覆. したがって, f(X)はコンパクト. □
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距離空間のコンパクト部分集合に関する基本的性質を述べるため, 次の言葉を定めよう.

定義 (X, d)を距離空間とし, A ⊂ Xとする. このとき,

δ(A) = sup{d(x, y)|x, y ∈ A}

とおき, これをAの直径という. δ(A) ∈ Rのとき, Aは有界であるという.

距離空間のコンパクト部分集合に関して, 次がなりたつ.

定理 距離空間のコンパクト部分集合は有界閉集合.

証明 (X, d)を距離空間, AをXのコンパクト部分集合とする.

まず, x0 ∈ X を固定しておく. このとき, (B(x0;n))n∈Nは Aの開被覆. ここで, Aはコン
パクトだから, (B(x0;n))n∈N の有限部分被覆が存在する. 更に, n,m ∈ N, n < mならば,

B(x0;n) ⊂ B(x0;m)であることに注意すると, あるN ∈ Nが存在し, A ⊂ B(x0;N). よって,

x, y ∈ Aとすると, 三角不等式より,

d(x, y) ≤ d(x, x0) + d(x0, y)

< N +N

= 2N.

したがって, δ(A) ≤ 2N となり, Aは有界である.

次に, A ⊂ Aがなりたつことを示す. x ∈ X \ Aとする. このとき,
(
X \B

(
x; 1

n

))
n∈N
はA

の開被覆. ここで, Aはコンパクトだから, 上と同様の議論により, あるM ∈ Nが存在し,

A ⊂ X \B
(
x;

1

M

)
.

よって,

A ∩B

(
x;

1

M

)
= ∅

だから, x ∈ (X \ A)i. すなわち, x ∈ X \ A. したがって, X \ A ⊂ X \ Aだから, A ⊂ A.

一方, A ⊂ Aは常になりたつ. 以上より, A = A. すなわち, Aは閉集合. □

それでは, 次を示そう.

定理 コンパクト空間で定義された実数値連続関数は最大値および最小値をもつ.

証明 X をコンパクト空間, f を X で定義された実数値連続関数とする. 3つめの定理より,

f(X)はRのコンパクト部分集合. Rは距離空間だから, 上の定理より, f(X)はRの有界閉集
合. f(X)の有界性およびWeierstrassの定理より, sup f(X), inf f(X) ∈ R. 更に, f(X)が閉集
合であることより, sup f(X), inf f(X) ∈ f(X). すなわち, ある a, b ∈ Xが存在し,

f(a) = sup f(X), f(b) = inf f(X).

よって, f は x = aにおいて最大値 f(a)をとり, x = bにおいて最小値 f(b)をとる. したがって,

コンパクト空間で定義された実数値連続関数は最大値および最小値をもつ. □

Heine-Borelの被覆定理と上の定理より, 特に, 閉区間で定義された実数値連続関数は最大値
および最小値をもつ.
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問題 3

1. 余有限位相をもつ位相空間はコンパクトであることを示せ.

2. コンパクト空間の閉集合はコンパクトであることを示せ.

3. 開区間と閉区間は同相ではないことを示せ.

4. Xを空でない集合, AをXの部分集合系とする. Aの任意の有限個の元A1, A2, . . . , Anに対
して,

n∩
i=1

Ai ̸= ∅となるとき, Aは有限交叉性をもつという.

Xを位相空間とする. XがコンパクトであることとXの閉集合からなる任意の集合系A

が有限交叉性をもつならば,
∩
A∈A

A ̸= ∅ となることは同値であることを示せ.



§3. コンパクト空間 5

問題 3の解答
1. Xを余有限位相をもつ位相空間, (Uλ)λ∈ΛをXの開被覆とする. まず, X ̸= ∅だから, ある

λ0 ∈ Λが存在し, Uλ0 ̸= ∅. 余有限位相の定義より, X \ Uλ0は有限集合.

X \ Uλ0 = ∅のとき, X = Uλ0となるから, (Uλ0)はXの有限部分被覆.

X \ Uλ0 ̸= ∅のとき,

X \ Uλ0 = {x1, x2, . . . , xn}

と表しておく. このとき, (Uλ)λ∈ΛはXの被覆だから, ある λ1, λ2, . . . , λn ∈ Λが存在し, 各
i = 1, 2, . . . , nに対して, xi ∈ Uλi

. よって, (Uλi
)ni=0は (Uλ)λ∈Λの有限部分被覆.

したがって, Xはコンパクト.

2. Xをコンパクト空間, AをXの閉集合, (Uλ)λ∈ΛをAの開被覆とする. このとき, (Uλ)λ∈Λ∪
(X \ A)はXの開被覆. ここで, Xはコンパクトだから, (Uλ)λ∈Λ ∪ (X \ A)の有限部分被覆
が存在する. すなわち, ある λ1, λ2, . . . , λn ∈ Λが存在し,

X =

(
n∪

i=1

Uλi

)
∪ (X \ A).

よって, (Uλi
)ni=1はAの開被覆 (Uλ)λ∈Λの有限部分被覆. したがって, Aはコンパクト. すな

わち, コンパクト空間の閉集合はコンパクト.

3. 背理法により示す.

開区間と閉区間が同相であると仮定する. 閉区間を [a, b], 開区間を (c, d)と表しておくと,

[a, b]から (c, d)への同相写像 f が存在する. 特に, f は全射.

一方, [a, b]はコンパクトで, f は実数値連続関数となるから, f の最大値M および最小値
mが存在する. このとき,

c < m ≤ M < d.

これは f が全射であることに矛盾.

よって, 開区間と閉区間は同相ではない.

4. まず, Xがコンパクトであると仮定する. AをXの閉集合からなる集合系で,
∩
A∈A

A = ∅とな

るものとする. このとき, de Morganの法則より,

X = X \ ∅

= X \

(∩
A∈A

A

)
=
∪
A∈A

(X \ A).

すなわち,

X =
∪
A∈A

(X \ A).

更に, Aの元はXの閉集合だから, (X \ A)A∈AはXの開被覆. ここで, Xはコンパクトだか
ら, (X \ A)A∈Aの有限部分被覆が存在する. すなわち, あるA1, A2, . . . , An ∈ Aが存在し,

X =
n∪

i=1

(X \ Ai).
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よって, de Morganの法則より,

∅ = X \X

= X \

(
n∪

i=1

(X \ Ai)

)

=
n∩

i=1

(X \ (X \ Ai))

=
n∩

i=1

Ai.

すなわち,
n∩

i=1

Ai = ∅

となり, Aは有限交叉性をもたない. したがって, 対偶を考えると, Xの閉集合からなる任
意の集合系A が有限交叉性をもつならば,

∩
A∈A

A ̸= ∅.

逆に, Xの閉集合からなる任意の集合系A が有限交叉性をもつならば,
∩
A∈A

A ̸= ∅となる

と仮定する. (Uλ)λ∈ΛをXの開被覆とする. すなわち,

X =
∪
λ∈Λ

Uλ.

このとき, de Morganの法則より,

∅ = X \X

= X \

(∪
λ∈Λ

Uλ

)
=
∩
λ∈Λ

(X \ Uλ).

すなわち, ∩
λ∈Λ

(X \ Uλ) = ∅.

ここで, 各 UλはXの開集合だから, (X \ Uλ)λ∈ΛはXの閉集合からなる集合族. よって, 仮
定の対偶を考えると, (X \Uλ)λ∈Λは有限交叉性をもたない. すなわち,あるλ1, λ2, . . . , λm ∈ Λ

が存在し,
m∩
i=1

(X \ Uλi
) = ∅.

したがって, de Morganの法則を用いて計算すると,

X =
m∪
i=1

Uλi
.

すなわち, Xはコンパクト.


