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§4. 完備距離空間
距離空間のコンパクト性は点列コンパクト性, 或いは全有界性, 完備性といったものによって

特徴付けることができる. また, 完備距離空間はそれ自身とても重要な位相空間である. ここで
は, コンパクト距離空間の特徴付けのための準備も兼ねて, 完備距離空間について述べよう.

微分積分において学ぶように, Rnは完備である. すなわち, Rnの任意のCauchy列は収束す
る. このような性質は一般の距離空間に対しても考えることができる.

定義 (X, d)を距離空間とする.

{an}∞n=1 を X の点列とする. 任意の ε > 0に対して, ある N ∈ Nが存在し, m,n ∈ N,

m,n ≥ N ならば, d(am, an) < εとなるとき, {an}∞n=1をCauchy列または基本列という.

Xの任意のCauchy列が収束するとき, Xは完備であるという.

A ⊂ Xとする. Aが部分距離空間として完備なとき, Aは完備であるという.

Cauchy列に関して, 次がなりたつ.

定理 距離空間の収束する点列はCauchy列である.

証明 (X, d)を距離空間, {an}∞n=1を a ∈ Xに収束するXの点列とする. このとき,任意の ε > 0

に対して, あるN ∈ Nが存在し, n ∈ N, n ≥ N ならば, d(an, a) <
ε
2
. よって, 三角不等式より,

m,n ∈ N, m,n ≥ N ならば,

d(am, an) ≤ d(am, a) + d(a, an)

<
ε

2
+

ε

2

= ε.

すなわち, d(am, an) < εだから, {an}∞n=1はCauchy列. したがって, 距離空間の収束する点列は
Cauchy列である. □

注意 Cauchy列が収束するとは限らない. 例えば, 開区間 (−1, 1)の元からなるRの点列で, 1

に収束するものは, Rの部分距離空間 (−1, 1)の点列としても Cauchy列ではあるが, 収束はし
ない.

また, 完備性は位相的性質ではない. 例えば, 開区間 (−1, 1)からRへの写像 f を

f(x) = tan
π

2
x (x ∈ (−1, 1))

により定めると, f は同相写像となる. しかし, Rが完備であるのに対して, 上で述べたことよ
り, (−1, 1)は完備ではない.

以下では, 完備距離空間に関する重要な定理である縮小写像の原理とBaireのカテゴリー定理
を紹介しよう. まず, 次の言葉を用意しておこう.

定義 (X, d)を距離空間, f をXからX自身への写像とする.

0 < c < 1をみたす定数 cが存在し, 任意の x, y ∈ Xに対して,

d(f(x), f(y)) ≤ cd(x, y) (∗)

となるとき, f をXの縮小写像という.

f(a) = aとなる a ∈ Xを f の不動点という.

注意 定義より, 縮小写像は連続であることが容易に分かる.
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それでは, 縮小写像の原理を述べよう. 縮小写像の原理は微分積分においては陰関数定理, 或
いは逆写像定理, 微分方程式論においては常微分方程式の解の存在と一意性定理を証明する際
に用いられる.

縮小写像の原理 完備距離空間の縮小写像は不動点を一意的にもつ.

証明 (X, d)を完備距離空間, f をXの縮小写像とする.

まず, 不動点が存在することを示す. f は縮小写像だから, 0 < c < 1をみたす定数 cが存在
し, 任意の x, y ∈ Xに対して, (∗)がなりたつ. また, a1 ∈ Xを選んでおき, Xの点列 {an}∞n=1を

an = f(an−1) (n = 2, 3, 4, . . . )

により定める. n ∈ Nとすると, (∗)より,

d(an, an+1) = d(f(an−1), f(an))

≤ cd(an−1, an)

...

≤ cn−1d(a1, a2).

更に, m ∈ Nとすると, 三角不等式および 0 < c < 1であることより,

d(an, an+m) ≤ d(an, an+1) + d(an+1, an+2) + · · ·+ d(an+m−1, an+m)

≤ (cn−1 + cn + · · ·+ cn+m−2)d(a1, a2)

=
cn−1(1− cm)

1− c
d(a1, a2)

≤ cn−1

1− c
d(a1, a2).

よって, {an}∞n=1はCauchy列となる. ここで, Xは完備だから, {an}∞n=1はある a ∈ Xに収束す
る. 更に, 縮小写像は連続だから,

f(a) = f
(
lim
n→∞

an

)
= lim

n→∞
f(an)

= lim
n→∞

an+1

= a.

したがって, aは f の不動点.

次に, 不動点の一意性を示す. a, b ∈ Xを f の不動点とすると, (∗)より,

d(a, b) = d(f(a), f(b))

≤ cd(a, b).

すなわち,

(1− c)d(a, b) ≤ 0.

0 < c < 1だから, d(a, b) = 0. よって, a = b.

以上より, 完備距離空間の縮小写像は不動点を一意的にもつ. □
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また, 次のBaireのカテゴリー定理は一様有界性の原理や開写像定理といった関数解析学にお
ける基本的な定理を示す際に用いられる.

Baireのカテゴリー定理 (X, d)を完備距離空間, (On)n∈NをX の稠密な開集合からなる集合
族とすると,

∞∩
n=1

OnはXにおいて稠密.

証明 一般に, AをXの稠密な部分集合とすると, Aの外部, すなわちX \Aの内部は空である
から, 任意の x ∈ Xおよび任意の ε > 0に対して,

B(x; ε) ∩ A ̸= ∅

であることに注意する.

まず, x ∈ X, ε > 0とする. O1はXにおいて稠密だから,

B(x; ε) ∩O1 ̸= ∅.

更に, O1はXの開集合だから, ある a1 ∈ Xおよびある ε1 > 0が存在し,

B(a1; ε1) ⊂ B(x; ε) ∩O1, ε1 ≤
ε

2
.

同様に, ある a2 ∈ Xおよびある ε2 > 0が存在し,

B(a2; ε2) ⊂ B(a1; ε) ∩O2, ε2 ≤
ε1
2
.

以下同様に, この操作を繰り返すと, Xの点列 {an}∞n=1および実数列 {εn}∞n=1が存在し,

B(an+1; εn+1) ⊂ B(an; εn) ∩On+1, εn ≤ ε

2n
(n ∈ N).

n,m ∈ Nとすると, an+m ∈ B(an; εn)だから,

d(an, an+m) < εn

≤ ε

2n
.

よって, {an}∞n=1はXのCauchy列となる. ここで, Xは完備だから, {an}∞n=1はある a ∈ Xに収
束する. このとき,

a ∈ B(an; εn)

⊂ B(x; ε) ∩
n∩

i=1

Oi.

nは任意だから,

a ∈ B(x; ε) ∩
∞∩
n=1

On.

したがって,
∞∩
n=1

OnはXにおいて稠密. □
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問題 4

1. Xをコンパクト空間とし, Xで定義された実数値連続関数全体の集合をC(X)と表す. この
とき, C(X)で定義された実数値関数

∥ ∥ : C(X) → R

を
∥f∥ = max{|f(x)||x ∈ X} (f ∈ C(X))

により定めることができる. 更に, 組 (C(X), ∥ ∥)はノルム空間となり,

d(f, g) = ∥f − g∥ (f, g ∈ C(X))

とおくと, 組 (C(X), d)は距離空間となる. (C(X), d)は完備であることを示せ.

2. 閉区間 [0, 1]で定義された実数値連続関数全体の集合をC[0, 1]と表す. このとき, C[0, 1]で
定義された実数値関数

∥ ∥1 : C[0, 1] → R

を
∥f∥1 =

∫ 1

0

|f(x)|dx (f ∈ C[0, 1])

により定めると, 組 (C[0, 1], ∥ ∥)はノルム空間となり,

d1(f, g) = ∥f − g∥1 (f, g ∈ C[0, 1])

とおくと, 組 (C[0, 1], d1)は距離空間となる.

C[0, 1]の点列 {fn}∞n=1を

fn(x) =


0

(
0 ≤ x ≤ 1

2

)
,

(n+ 1)
(
x− 1

2

) (
1
2
< x ≤ 1

2
+ 1

n+1

)
,

1
(
1
2
+ 1

n+1
< x ≤ 1

)
により定める. {fn}∞n=1はCauchy列であることを示せ. なお, {fn}∞n=1は収束しないことが
分かる. 特に, (C[0, 1], d1)は完備ではない.

3. Xを距離空間, {an}∞n=1をXのCauchy列とする. {an}∞n=1のある部分列が a ∈ Xに収束す
るならば, {an}∞n=1 は aに収束することを示せ.

4. Xを完備距離空間とし, A ⊂ Xとする. Aが完備であることとAがXの閉集合であること
は同値であることを示せ.
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問題 4の解答
1. {fn}∞n=1をC(X)のCauchy列とする.

まず, ε > 0とすると, {fn}∞n=1はC(X)のCauchy列だから, あるN ∈ Nが存在し, m,n ∈
N, m,n ≥ N ならば,

d(fm, fn) <
ε

3
.

よって, x ∈ X, m,n ∈ N, m,n ≥ N ならば,

|fm(x)− fn(x)| ≤ ∥fm − fn∥
= d(fm, fn)

<
ε

3
.

すなわち,

|fm(x)− fn(x)| <
ε

3
(1)

だから, 実数列 {fn(x)}∞n=1はRのCauchy列. ここで, Rは完備だから, {fn(x)}∞n=1は収束す
る. したがって, Xで定義された実数値関数 f を

f(x) = lim
n→∞

fn(x) (x ∈ X)

により定めることができる.

次に, (1)において, m → ∞とすると,

|f(x)− fn(x)| ≤
ε

3
. (2)

a ∈ Xとすると, fnは連続だから, aを含むXのある開集合Oが存在し, x ∈ Oならば,

|fn(x)− fn(a)| <
ε

3
. (3)

よって, 三角不等式および (1)～(3)より, x ∈ Oならば,

|f(x)− f(a)| ≤ |f(x)− fn(x)|+ |fn(x)− fn(a)|+ |fn(a)− f(a)|

<
ε

3
+

ε

3
+

ε

3

= ε.

すなわち,

|f(x)− f(a)| < ε

だから, f は aで連続. aは任意だから, f ∈ C(X).

更に, x ∈ X, n ∈ N, n ≥ N とすると, 三角不等式および (1), (2)より,

|fn(x)− f(x)| ≤ |fn(x)− fN(x)|+ |fN(x)− f(x)|

<
ε

3
+

ε

3

=
2

3
ε.

すなわち,

|fn(x)− f(x)| < 2

3
ε.
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よって, n ∈ N, n ≥ N ならば,

d(fn, f) = max{|fn(x)− f(x)||x ∈ X}

<
2

3
ε.

すなわち, d(fn, f) <
2
3
ε. したがって, {fn}∞n=1は f に収束する.

以上より, (C(X), d)は完備.

2. ε > 0とする. このとき, 1
N

< εとなるN ∈ Nが存在する. m,n ∈ N, m,n ≥ Nとすると, 三
角形の面積を計算することにより,

d1(fm, fn) =
1

2

∣∣∣∣ 1

m+ 1
− 1

n+ 1

∣∣∣∣
≤ 1

2

(
1

m+ 1
+

1

n+ 1

)
<

1

2

(
1

N
+

1

N

)
=

1

N

< ε.

すなわち, d1(fm, fn) < ε. よって, {fn}∞n=1はCauchy列.

3. dをX上の距離とし, {ank
}∞k=1を aに収束する {an}∞n=1の部分列とする.

まず, ε > 0とすると, {an}∞n=1はCauchy列だから, あるN ∈ Nが存在し, m,n ∈ N, m,n

≥ N ならば, d(am, an) <
ε
2
.

また, {ank
}∞k=1は aに収束するから, nK ≥ N となるK ∈ Nが存在し, k ∈ N, k ≥ Kなら

ば, d(ank
, a) < ε

2
.

よって, n ∈ N, n ≥ N とすると, 三角不等式より,

d(an, a) ≤ d(an, anK
) + d(anK

, a)

<
ε

2
+

ε

2

= ε.

すなわち, d(an, a) < ε. したがって, {an}∞n=1は aに収束する.

4. まず, AがXの閉集合ではないと仮定する. このとき, Aの点列 {an}∞n=1で, a ∈ Xに収束す
るが, a ̸∈ Aとなるものが存在する. このとき, {an}∞n=1はAのCauchy列であるが, Aの収束
する点列ではない. よって, Aは完備ではない. したがって, 対偶を取ると, Aが完備ならば,

AはXの閉集合である.

逆に, AがXの閉集合であると仮定する. {an}∞n=1をAのCauchy列とする. Xは完備だ
から, {an}∞n=1はある a ∈ Xに収束する. ここで, AはXの閉集合だから, a ∈ A. よって, A

のCauchy列は収束する. したがって, Aは完備.


