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§5. コンパクト距離空間
ここでは, §4の最初に触れた距離空間のコンパクト性の特徴付けについて述べよう. まず, 位

相空間に対する点列コンパクト性と距離空間に対する全有界性を定めよう.

定義 Xを位相空間とする. Xの任意の点列が収束する部分列をもつとき, Xは点列コンパク
トであるという.

Xを距離空間とする. 任意の ε > 0に対して, ε近傍からなるX の有限被覆が存在するとき,

Xは全有界であるという.

全有界距離空間に関して, 次がなりたつ.

定理 (X, d)を全有界距離空間とする. このとき, 次の (1), (2)がなりたつ.

(1) Xは第二可算公理をみたす.

(2) Xの任意の点列はCauchy列を部分列にもつ.

証明 (1): Xは距離空間だから, Xが可分であることを示せばよい.

仮定より, 各 n ∈ Nに対して, Xのある有限部分集合Anが存在し,

X =
∪

a∈An

B

(
a;

1

n

)
. (∗)

ここで, A =
∞∪
n=1

Anとおくと, Aは高々可算. また, x ∈ X, ε > 0とする. このとき, 1
n
< εとな

る n∈ Nが存在する. (∗)より, ある a ∈ Anが存在し, x ∈ B
(
a; 1

n

)
. よって, a ∈ B(x; ε)となる.

したがって,

a ∈ B(x; ε) ∩ A

だから, AはXにおいて稠密. 以上より, Xは可分.

(2): {xn}∞n=1をXの点列とする.

まず, (∗)において, n = 2のときを考えると, ある a1 ∈ A2が存在し,

N1 =

{
n ∈ N

∣∣∣∣xn ∈ B

(
a1;

1

2

)}
とおくと, N1は無限集合. ここで, {xn}∞n=1の部分列

{
x
(1)
n

}∞

n=1
を{

x(1)
n

∣∣n ∈ N
}
= {xn|n ∈ N1}

となるように定める. 次に, (∗)において, n = 4のときを考えると, ある a2 ∈ A4が存在し,

N2 =

{
n ∈ N

∣∣∣∣x(1)
n ∈ B

(
a2;

1

4

)}
とおくと, N2は無限集合. ここで,

{
x
(1)
n

}∞

n=1
の部分列

{
x
(2)
n

}∞

n=1
を{

x(2)
n

∣∣n ∈ N
}
=
{
x(1)
n

∣∣n ∈ N2

}
となるように定める. 以下同様に, この操作を繰り返し, k = 2, 3, . . . に対して,

{
x
(k−1)
n

}∞

n=1
ま

で定められたとき, (∗)において, n = 2kのときを考えると, ある ak ∈ A2kが存在し,

Nk =

{
n ∈ N

∣∣∣∣x(k−1)
n ∈ B

(
ak;

1

2k

)}
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とおくと, Nkは無限集合. ここで,
{
x
(k−1)
n

}∞

n=1
の部分列

{
x
(k)
n

}∞

n=1
を

{
x(k)
n

∣∣n ∈ N
}
=
{
x(k−1)
n

∣∣n ∈ Nk

}
となるように定める.

このとき, m,n ∈ Nとすると, 三角不等式より,

d
(
x(k)
m , x(k)

n

)
<

1

k
.

よって, {xn}∞n=1の部分列
{
x
(k)
k

}∞

k=1
を考えると, m,n ∈ N, m,n ≥ kのとき,

d
(
x(m)
m , x(n)

n

)
<

1

k
.

したがって,
{
x
(k)
k

}∞

k=1
はCauchy列となる. □

それでは, 次を示そう.

定理 Xを距離空間とする. このとき, 次の (1)～(3)は同値.

(1) Xはコンパクト.

(2) Xは点列コンパクト.

(3) Xは全有界かつ完備.

証明 (1) ⇒ (2): 問題 3において扱ったように, コンパクト空間の閉集合からなる集合族が有
限交叉性をもつならば, それらの共通部分は空ではないことに注意する.

{an}∞n=1をXの点列とする. n ∈ Nに対して, An ⊂ Xを

An = {an, an+1, . . . }

により定める. このとき,
(
An

)
n∈NはXの閉集合からなる集合族で, 有限交叉性をもつ. ここで,

Xはコンパクトだから, a ∈
∞∩
n=1

Anが存在する. k ∈ Nとすると, a ∈ Akだから, d(ank
, a) < 1

k

となる ank
∈ Akが存在する. 更に, nkを {ank

}∞k=1が {an}∞n=1の部分列となるように選ぶことが
できる. このとき, {ank

}∞k=1は aに収束する. よって, Xは点列コンパクト.

(2) ⇒ (3): まず, Xが全有界であることを背理法により示す. Xが全有界ではないと仮定する.

このとき, ある ε > 0が存在し, ε近傍からなるXの有限被覆は存在しない. よって, a1 ∈ Xを
選んでおくと, ある a2 ∈ X \B(a1; ε)が存在する. 更に,

a3 ∈ X \ (B(a1; ε) ∪B(a2; ε))

が存在する. 以下同様に, この操作を繰り返すと, n = 2, 3, . . . に対して, a1, a2, . . . , an−1まで定
められたとき,

an ∈ X \

(
n−1∪
i=1

B(ai; ε)

)
が存在する. このとき, m,n ∈ N, m ̸= nならば, d(am, an) ≥ εだから, {an}∞n=1は収束する部
分列をもたない. これは矛盾. したがって, Xは全有界.
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次に, {xn}∞n=1をXのCauchy列とする. 仮定より, {xn}∞n=1はある x ∈ Xに収束する部分列
をもつ. このとき, 問題 4において扱ったように, {xn}∞n=1は xに収束する. よって, Xは完備.

(3) ⇒ (1): (Oλ)λ∈ΛをXの開被覆とする. Xは全有界だから, 上の定理の (1)より, 高々可算個
の元からなるXの位相の基底Bが存在する. このとき, λ ∈ Λに対して, U ⊂ OλとなるU ∈ B

全体の集合は高々可算. このようなU 全体を改めて (Un)n∈Nと表すと, (Un)n∈NはXの開被覆.

ここで,

X =
n∪

i=1

Ui (∗∗)

となる n ∈ Nが存在することを背理法により示す. (∗∗)をみたす n ∈ Nが存在しないと仮定す
る. このとき, Xの点列 {an}∞n=1で, 任意の n ∈ Nに対して,

an ̸∈
n∪

i=1

Ui

となるものが存在する. Xは全有界だから, 上の定理の (2)より, {an}∞n=1の部分列 {ank
}∞k=1で

Cauchy列となるものが存在する. 更に, X は完備だから, {ank
}∞k=1はある a ∈ X に収束する.

(Un)n∈NはX の開被覆だから, あるN ∈ Nが存在し, a ∈ UN . また, あるK ∈ Nが存在し,

k ∈ N, k ≥ Kならば, ank
∈ UN . 一方, K ′ = max{N,K}とおくと,

anK′ ̸∈
nK′∪
i=1

Ui

だから, anK′ ̸∈ UN . これは矛盾. よって, (∗∗)をみたす n ∈ Nが存在する.

(Un)n∈Nの定義より, 各 i = 1, 2, . . . , nに対して, Ui ⊂ Oλi
となるλi ∈ Λが存在するから, (∗∗)

より, (Oλi
)ni=1は (Oλ)λ∈Λの有限部分被覆. したがって, Xはコンパクト. □

注意 上の定理の (2) ⇒ (3) の証明より, 距離空間Xの任意の点列がCauchy列を部分列にも
つならば, Xは全有界であることが分かる.

上の定理の (1)と (2)の同値性を用いることにより, 次を示すことができる.

定理 Rnのコンパクト部分集合は有界閉集合に限る.

証明 Rnは距離空間だから, §3において示したことより, Rnの有界閉集合がコンパクトであ
ることを示せばよい.

AをRnの有界閉集合, {xn}∞n=1をAの点列とする. Aは有界だから,ある閉区間 [a1, b1], [a2, b2],

. . . , [an, bn]が存在し,

A ⊂ [a1, b1]× [a2, b2]× · · · × [an, bn]

となる. Heine-Borelの被覆定理より, [a1, b1]はコンパクトだから, {xn}∞n=1の部分列
{
x
(1)
n

}∞

n=1

で, 第 1成分が収束するものが存在する. 更に, [a2, b2]はコンパクトだから,
{
x
(1)
n

}∞

n=1
の部分列{

x
(2)
n

}∞

n=1
で,第 2成分が収束するものが存在する. 以下同様に,この操作を繰り返すと, {xn}∞n=1

の収束する部分列が存在する. ここで, Aは閉集合だから, この部分列の極限はAの元. よって,

Aは点列コンパクト. したがって, 上の定理より, Aはコンパクト. □

注意 Rnの有界閉集合がコンパクトであるという事実もHeine-Borelの被覆定理という. また,

Rnの有界閉集合が点列コンパクトであるという事実をBolzano-Weierstrassの定理という.
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問題 5

1. (X, d)を距離空間とする.

(1) A1, A2, . . . , AnをXの有界部分集合とすると,
n∪

i=1

Aiは有界であることを示せ.

(2) Xが全有界ならば, Xは有界であることを示せ. 特に, Rnは全有界ではないことが分
かる.

(3) A ⊂ Xとすると, δ(A) = δ
(
A
)
であることを示せ.

(4) Rnの有界部分集合は全有界であることを示せ. 特に, 全有界性は位相的性質ではないこ
とが分かる.

2. (X, dX), (Y, dY )を距離空間とする.

f をXから Y への写像とする. 任意の ε > 0に対して, ある δ > 0が存在し, x, x′ ∈ X,

dX(x, x
′) < δならば, dY (f(x), f(x

′)) < εとなるとき, f は一様連続であるという. また, f が
全単射で, f および f−1が一様連続なとき, f を一様同相写像という.

Xから Y への一様同相写像が存在するとき, Xと Y は一様同相であるという. また, 一様
同相な距離空間に対して不変な性質を一様位相的性質という.

(1) 完備性は一様位相的性質であることを示せ.

(2) 全有界性は一様位相的性質であることを示せ.

3. p ≥ 1とし, 集合 lpを

lp =

{
{xn}∞n=1

∣∣∣∣{xn}∞n=1は
∞∑
n=1

|xn|p < +∞となる実数列
}

により定める. x = {xn}∞n=1, y = {yn}∞n=1 ∈ lpとする. このとき, 実数列 x+ yを

x+ y = {xn + yn}∞n=1

により定めると, x+ y ∈ lpとなることが分かる. また, c ∈ Rとし, 実数列 cxを

cx = {cxn}∞n=1

により定めると, cx ∈ lpとなる. よって, lpはR上のベクトル空間となる. 更に, lpで定義さ
れた実数値関数

∥ ∥p : lp → R

を

∥x∥p =

(
∞∑
n=1

|xn|p
) 1

p

により定めると, 組 (lp, ∥ ∥p)はノルム空間となり,

dp(x, y) = ∥x− y∥p

とおくと, 組 (lp, dp)は完備距離空間となることが分かる. 特に, (l2, d2)をHilbert空間とい
う. また, 一般に, 完備なノルム空間をBanach空間という. (lp, dp)の有界閉集合はコンパク
トであるとは限らないことを示せ.
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問題 5の解答
1. (1) まず, 各 i = 1, 2, . . . , nに対して, ai ∈ Aiを選んでおく. Aiは有界だから, ある εi > 0が

存在し, Ai ⊂ B(ai; εi). ここで, x ∈ Ai, y ∈ Aj (i, j = 1, 2, . . . , n) とすると, 三角不等式
より,

d(x, y) ≤ d(x, ai) + d(ai, aj) + d(aj, y)

< εi + d(ai, aj) + εj

≤ 2max{εi|1 ≤ i ≤ n}+max{d(ai, aj)|1 ≤ i, j ≤ n}.

すなわち,

d(x, y) < 2max{εi|1 ≤ i ≤ n}+max{d(ai, aj)|1 ≤ i, j ≤ n}.

よって,

δ

(
n∪

i=1

Ai

)
≤ 2max{εi|1 ≤ i ≤ n}+max{d(ai, aj)|1 ≤ i, j ≤ n}.

したがって,
n∪

i=1

Aiは有界.

(2) Xは全有界だから, ε > 0とすると, ある a1, a2, . . . , an ∈ Xが存在し,

X =
n∪

i=1

B(ai; ε).

ここで, 各B(ai; ε)は有界だから, (1)より, Xは有界.

(3) まず, δ(A) = +∞のとき, 明らかに,

δ(A) = δ
(
A
)
= +∞.

次に, δ(A) ∈ Rのとき, A ⊂ Aだから, δの定義より, δ(A) ≤ δ
(
A
)
. また, x, y ∈ A,

ε > 0とすると, ある a, b ∈ Aが存在し,

d(x, a), d(y, b) < ε.

三角不等式より,

d(x, y) ≤ d(x, a) + d(a, b) + d(b, y)

< ε+ δ(A) + ε

= 2ε+ δ(A).

すなわち,

d(x, y) < 2ε+ δ(A).

よって,

δ(A) ≤ 2ε+ δ(A).

εは任意だから, δ
(
A
)
≤ δ(A). したがって, δ(A) = δ

(
A
)
.

以上より, δ(A) = δ
(
A
)
.
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(4) AをRnの有界部分集合とする. このとき, (3)より, AはRnの有界閉集合, すなわちコ
ンパクト. よって, Aは全有界. A ⊂ Aだから, Aは全有界.

2. (1) (X, dX)を完備距離空間, (Y, dY )を距離空間, f をXから Y への一様同相写像, {an}∞n=1

を Y のCauchy列とする.

まず, ε > 0とすると, f はXから Y への一様同相写像だから, ある δX > 0が存在し,

x, x′ ∈ X, dX(x, x
′) < δXならば, dY (f(x), f(x

′)) < ε. また, f−1は Y からXへの一様同
相写像だから,ある δY > 0が存在し, y, y′ ∈ Y , dY (y, y

′) < δY ならば, dX(f
−1(y), f−1(y′))

< ε.

{an}∞n=1は Y のCauchy列だから, あるN1 ∈ N が存在し, m,n ∈ N, m,n ≥ N1なら
ば, dY (am, an) < δY . よって, dX(f

−1(am), f
−1(an)) < ε. すなわち, {f−1(an)}∞n=1はXの

Cauchy列. ここで, Xは完備で f は全単射だから, ある a ∈ Y が存在し, {f−1(an)}∞n=1

は f−1(a) ∈ X に収束する. すなわち, あるN2 ∈ Nが存在し, n ∈ N, n ≥ N2ならば,

dX(f
−1(an), f

−1(a)) < δX . したがって, dY (an, a) < ε. すなわち, {an}∞n=1は aに収束す
るから, Y は完備.

以上より, 完備性は一様位相的性質である.

(2) (X, dX)を全有界距離空間, (Y, dY )を距離空間, f をXから Y への一様同相写像とする.

まず, ε > 0とすると, f はXから Y への一様同相写像だから, ある δ > 0が存在し,

x, x′ ∈ X, dX(x, x
′) < δならば, dY (f(x), f(x

′)) < ε.

ここで, Xは全有界だから, ある a1, a2, . . . , an ∈ Xが存在し,

X =
n∪

i=1

BX(ai; δ).

このとき,

f(BX(ai; δ)) ⊂ BY (f(ai); ε).

f は全単射だから,

Y =
n∪

i=1

BY (f(ai); ε).

よって, Y は全有界.

したがって, 全有界性は一様位相的性質である.

3. A ⊂ lpを
A = {x ∈ lp|∥x∥p = 1}

により定める. このとき, Aは lpの有界閉集合. ここで, Aの点列 {ak}∞k=1を

ak =
{
x(k)
n

}∞
n=1

, x
(k)
k = 1, x(k)

n = 0 (n ̸= k)

により定める. k, l ∈ N, k ̸= lとすると,

dp(ak, al) = (1p + 1p)
1
p

= 2
1
p .

すなわち, dp(ak, al) = 2
1
p . よって, {ak}∞k=1は収束する部分列をもたないから, Aは点列コン

パクトではない. Aは lpの部分距離空間だから, コンパクトではない. したがって, (lp, dp)の
有界閉集合はコンパクトであるとは限らない.


