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§6. Tychonoffの定理
問題 1において扱ったように, 位相空間の族に対して, それらの各々が連結であることとそれ

らの積空間が連結であることは同値であった. ここでは, コンパクト性について, 同様のことを
考えよう. まず, 積空間から直積因子への射影は連続だから, 積空間がコンパクトならば, 各々
の直積因子はコンパクトである. 逆についても正しいことは Tychonoffの定理として知られて
いる.

Tychonoffの定理 コンパクト空間の族の積空間はコンパクト.

証明 有限個の直積の場合にのみ示す.

まず, 2個の直積の場合を考える. X, Y をコンパクト空間, (Oλ)λ∈ΛをX × Y の開被覆とす
る. λ ∈ Λとすると, 積位相の定義より, Xの開集合からなる集合族 (Uµ)µ∈Mλ

および Y の開集
合からなる集合族 (Vµ)µ∈Mλ

が存在し,

Oλ =
∪

µ∈Mλ

(Uµ × Vµ).

ここで,

M =
⊔
λ∈Λ

Mλ

とおくと, (Uµ × Vµ)µ∈M はX × Y の開被覆. よって, (Uµ × Vµ)µ∈M が有限部分被覆をもつこと
を示せばよい.

x ∈ Xとする. このとき, µ ∈ M に対して,

({x} × Y ) ∩ (Uµ × Vµ) = (Uµ ∩ {x})× Vµ

だから, ((Uµ ∩ {x})× Vµ)µ∈M はX × Y の部分空間 {x} × Y の開被覆. ここで, Y から {x} × Y

への写像 ιxを
ιx(y) = (x, y) (y ∈ Y )

により定めると, ιxは同相写像. Y はコンパクトだから,コンパクト性の位相的性質より, {x}×Y

はコンパクト. よって, ((Uµ ∩ {x}) × Vµ)µ∈M の有限部分被覆 ((Ux,i ∩ {x}) × Vx,i)
nx
i=1 で, 各

i = 1, 2, . . . , nxに対して,

Ux,i ∩ {x} ̸= ∅

となるものが存在する.

更に,

U ′
x =

nx∩
i=1

Ux,i

とおくと, (U ′
x)x∈X は X の開被覆. ここで, X はコンパクトだから, (U ′

x)x∈X の有限部分被覆
(U ′

xj
)nj=1が存在する. したがって, (x, y) ∈ X × Y とすると, (x, y)はある Uxj ,i × Vxj ,iの元とな

るから, Uxj ,i × Vxj ,i全体からなる集合族は (Uµ × Vµ)µ∈M の有限部分被覆. 以上より, X × Y は
コンパクト.

有限個の直積の場合は, 積空間の個数に関する数学的帰納法を用いればよい. □

Tychonoffの定理は選択公理ととても関係が深い. まず, 一般の場合にTychonoffの定理を証
明するには, 選択公理とそれと同値な次の Zornの補題を必要とする.

Zornの補題 任意の全順序部分集合が上界をもつような順序集合は極大元をもつ.



§6. Tychonoffの定理 2

そして, 実は次がなりたつ.

定理 Tychonoffの定理と選択公理は同値.

証明 Tychonoffの定理から選択公理を導く.

(Xλ)λ∈Λを空でない集合からなる集合族とする. どのXλの元でもない ωを選んでおき,

Yλ = Xλ ∪ {ω}

とおく. このとき, λ ∈ Λに対して, ω を λ成分とする (Yλ)λ∈Λ の選択関数が存在するから,

Y =
∏
λ∈Λ

Yλとおくと, Y ̸= ∅.

各 λ ∈ Λに対して, Yλの部分集合族Oλを

Oλ = {O ⊂ Yλ|Yλ \Oは有限集合 } ∪ {∅} ∪ {{ω}}

により定める. このとき, 余有限位相の場合と同様に, Oλは Yλの位相となる.

位相空間 (Yλ,Oλ)がコンパクトであることを示す. Aを Yλの閉集合からなる集合系で, 有限
交叉性をもつものとする. このとき,

∩
A∈A

A ̸= ∅となることを背理法により示す.
∩
A∈A

A = ∅であ

ると仮定する. A ∈ Aとすると, Aは Yλの閉集合だから, Oλの定義より, A = Xλ, Yλ またはA

は有限集合. Aの任意の元がXλまたは Yλのとき, Xλ ̸= ∅だから, ある xλ ∈ Xλが存在する. こ
のとき, xλ ∈

∩
A∈A

Aだから, 矛盾. 有限集合A ∈ Aが存在するとき, A = ∅ならば, Aは有限交

叉性をもたないから, A ̸= ∅. このとき,

A = {a1, a2, . . . , an}

と表しておくと, 仮定より, 各 i = 1, 2, . . . , nに対して, ai ̸∈ Ai となる Ai ∈ Aが存在する.

よって,

A ∩
n∩

i=1

Ai = ∅.

これはAが有限交叉性をもつことに矛盾. したがって,
∩
A∈A

A ̸= ∅. 以上より, (Yλ,Oλ)はコンパ

クト.

各 Yλはコンパクトだから, Tychonoffの定理より, 積空間 Y はコンパクト. pλを Y から Yλへ
の射影とし, Bλ = p−1

λ (Xλ) とおく. Xλは Yλの閉集合で, pλは連続だから, Bλは Y の閉集合.

ここで, λ1, λ2, . . . , λm ∈ Λとし, 各 i = 1, 2, . . . ,mに対して, xλi
∈ Xλi

を選んでおく. このとき,

f(λ) =

{
xλi

(λ = λi, i = 1, 2, . . . ,m),

ω (λ ̸= λ1, λ2, . . . , λm)

とおくと, f ∈
m∩
i=1

Bλi
. よって, (Bλ)λ∈Λは有限交叉性をもつ. したがって, Y のコンパクト性よ

り,
∩
λ∈Λ

Bλ ̸= ∅. 一方, Bλの定義より,
∩
λ∈Λ

Bλ =
∏
λ

Xλ. 以上より,
∏
λ

Xλ ̸= ∅だから, 選択公理が

なりたつ. □

例 §5において, Rnの有界閉集合はコンパクトであることを述べたが, 同じことを Tychonoff

の定理を用いて示そう.
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AをRnの有界閉集合とする. Aは有界だから, ある閉区間 [a1, b1], [a2, b2], . . . , [an, bn]が存
在し,

A ⊂ [a1, b1]× [a2, b2]× · · · × [an, bn]

となる. Heine-Borelの被覆定理より, 各 i = 1, 2, . . . , nに対して, [ai, bi]はコンパクト. よって,

Tychonoffの定理より, 上の式の閉区間の n個の積はコンパクト. ここで, AはRnの閉集合で,

問題 3において扱ったように, コンパクト空間の閉集合はコンパクトだから, Aはコンパクト.

例 (Cantor集合)

0と 1からなる離散空間 {0, 1}の可算無限個の積空間を {0, 1}Nと表し, Cantor集合という.

{0, 1}Nは一般項が 0または 1の値をとる数列全体の集合, すなわち,

{0, 1}N = {{xn}∞n=1|xn = 0, 1}

とみなすこともできる. また, {0, 1}はコンパクトだから, Tychonoffの定理より, {0, 1}Nはコ
ンパクトである.

{xn}∞n=1 ∈ {0, 1}Nおよび k ∈ Nに対して, U ({xn}∞n=1, k) ⊂ {0, 1}Nを

U ({xn}∞n=1, k) = {{yn}∞n=1 |xn = yn (n = 1, 2, . . . , k)}

により定める. このとき, {0, 1}Nの部分集合系Bを

B =
{
U ({xn}∞n=1, k)| {xn}∞n=1 ∈ {0, 1}N, k ∈ N

}
により定めると, 離散位相および積位相の定義より, Bは {0, 1}Nの積位相の基底である.

ここで, {0, 1}NからRへの写像 f を

f ({xn}∞n=1) =
∞∑
n=1

2

3n
xn

(
{xn}∞n=1 ∈ {0, 1}N

)
により定める. {xn}∞n=1 ∈ {0, 1}N, k ∈ Nとすると, {yn}∞n=1 ∈ U ({xn}∞n=1, k + 1)のとき,

|f ({yn}∞n=1)− f ({xn}∞n=1)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

2

3n
yn −

∞∑
n=1

2

3n
xn

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∞∑

n=k+2

2

3n
(yn − xn)

∣∣∣∣∣
≤

∞∑
n=k+2

2

3n

=
2

3k+2

1

1− 1
3

<
1

3k
.

よって,

f (U ({xn}∞n=1, k + 1)) ⊂ B

(
f ({xn}∞n=1) ;

1

3k

)
だから, f は連続. 更に計算すると, f は {0, 1}Nから f

(
{0, 1}N

)
への同相写像となることがわ

かる. f
(
{0, 1}N

)
もCantor集合という.
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問題 6

1. ((Xn, dn))n∈Nを可算個の距離空間の族とする. 各 n ∈ Nに対して, Xn ×Xnで定義された実
数値関数

d′n : X ×X → R

を
d′n(x, y) = min{1, dn(x, y)} ((x, y) ∈ Xn ×Xn)

により定めると, d′nは dnと同じ位相を定めるXn上の距離となる. このとき, X =
∞∏
n=1

Xnと

おき, X ×Xで定義された実数値関数

d : X ×X → R

を

d ((xn)n∈N, (yn)n∈N) =
∞∑
n=1

1

2n
d′n(xn, yn) ((xn)n∈N, (yn)n∈N ∈ X)

により定める.

(1) dはX上の距離となることを示せ.

(2) {ak}∞k=1 = {(ak,n)n∈N}∞k=1をXの点列とし, α = (αn)n∈N ∈ Xとする. {ak}∞k=1が αに収
束することと各 n ∈ Nに対して, Xnの点列 {ak,n}∞k=1が αnに収束することは同値であ
ることを示せ.

(3) 各 n ∈ Nに対して, Xnがコンパクトならば, XはコンパクトであることをTychonoffの
定理を用いずに示せ.
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問題 6の解答
1. (1) (xn)n∈N, (yn)n∈N, (zn)n∈N ∈ Xとする.

まず, 各 n ∈ Nに対して, d′nはXn上の距離だから, 距離の正値性より, d′n(xn, yn) ≥ 0.

よって, dの定義より, d ((xn)n∈N, (yn)n∈N) ≥ 0. また, d ((xn)n∈N, (yn)n∈N) = 0となる
のは各 n ∈ Nに対して, d′n(xn, yn) = 0となるとき, すなわち, xn = ynより, (xn)n∈N =

(yn)n∈Nとなるとき. したがって, dは正値性をみたす.

次に, 各 n ∈ Nに対して, d′nはXn上の距離だから, 距離の対称性より,

d′n(xn, yn) = d′n(yn, xn).

よって,

d ((xn)n∈N, (yn)n∈N) =
∞∑
n=1

1

2n
d′n(xn, yn)

=
∞∑
n=1

1

2n
d′n(yn, xn)

= d ((yn)n∈N, (xn)n∈N) .

すなわち,

d ((xn)n∈N, (yn)n∈N) = d ((yn)n∈N, (xn)n∈N) .

したがって, dは対称性をみたす.

更に, 各 n ∈ Nに対して, d′nはXn上の距離だから, 三角不等式より,

d′n(xn, zn) ≤ d′n(xn, yn) + d′n(yn, zn).

よって,

d ((xn)n∈N, (zn)n∈N) =
∞∑
n=1

1

2n
d′n(xn, zn)

≤
∞∑
n=1

1

2n
(d′n(xn, yn) + d′n(yn, zn))

=
∞∑
n=1

1

2n
d′n(xn, yn) +

∞∑
n=1

1

2n
d′n(yn, zn)

= d ((xn)n∈N, (yn)n∈N) + d ((yn)n∈N, (zn)n∈N) .

すなわち,

d ((xn)n∈N, (zn)n∈N) ≤ d ((xn)n∈N, (yn)n∈N) + d ((yn)n∈N, (zn)n∈N) .

したがって, dは三角不等式をみたす.

以上より, dはX上の距離.

(2) まず, {ak}∞k=1が αに収束すると仮定する. このとき, n ∈ Nとすると, 任意の ε > 0に
対して, あるK ∈ Nが存在し, k ∈ N, k ≥ Kならば, d(ak, α) <

ε
2n
. よって, k ∈ N,

k ≥ Kならば,

d′n(ak,n, αn) ≤ 2nd(ak, α)

< ε.
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すなわち, d′n(ak,n, αn) < ε. よって, {ak,n}∞k=1は αnに収束する.

逆に, 各 n ∈ Nに対して, {ak,n}∞k=1が αnに収束すると仮定する. ε > 0とすると, ある
N ∈ Nが存在し, 1

2N
< ε

2
. n = 1, 2, . . . , N とすると, {ak,n}∞k=1は αnに収束するから, あ

るKn ∈ Nが存在し, k ∈ N, k ≥ Knならば, d′n(ak,n, αn) <
ε
2
. よって,

K = max{K1, K2, . . . , Kn}

とおくと, k ∈ N, k ≥ Kならば,

d(ak, α) =
N∑

n=1

1

2n
d′n(ak,n, αn) +

∞∑
n=N+1

1

2n
d′n(ak,n, αn)

<

N∑
n=1

1

2n
· ε
2
+

∞∑
n=N+1

1

2n

<
ε

2
+

1

2N

<
ε

2
+

ε

2

= ε.

すなわち, d(ak, α) < ε. したがって, {ak}∞k=1は αに収束する.

(3) まず, 距離空間に対しては, コンパクト性と点列コンパクト性は同値であることに注意
する.

{ak}∞k=1 = {(ak,n)n∈N}∞k=1をXの点列とする. まず, X1はコンパクトだから, X1の
点列 {ak,1}∞k=1は収束する部分列 {akl,1}∞l=1をもつ. そこで, Xの点列 {akl}∞l=1を

{akl}∞l=1 =
{
a
(1)
k

}∞

k=1
=

{(
a
(1)
k,n

)
n∈N

}∞

k=1

とおく. 次に, X2はコンパクトだから, X2の点列
{
a
(1)
k,2

}∞

k=1
は収束する部分列

{
a
(1)
kl,2

}∞

l=1

をもつ. そこで, Xの点列
{
a
(1)
kl

}∞

l=1
を{

a
(1)
kl

}∞

l=1
=

{
a
(2)
k

}∞

k=1
=

{(
a
(2)
k,n

)
n∈N

}∞

k=1

とおく. 以下同様に, この操作を繰り返し, m = 1, 2, . . . に対して, Xの点列
{
a
(m)
k

}∞

k=1
={(

a
(m)
k,n

)
n∈N

}∞

k=1
が定められたとき, Xm+1はコンパクトだから, Xm+1の点列

{
a
(m)
k,m+1

}∞

k=1

は収束する部分列
{
a
(m)
kl,m+1

}∞

l=1
をもつ. そこで, Xの点列

{
a
(m)
kl

}∞

l=1
を{

a
(m)
kl

}∞

l=1
=

{
a
(m+1)
k

}∞

k=1
=

{(
a
(m+1)
k,n

)
n∈N

}∞

k=1

とおく. このとき, Xの点列
{
a
(m)
m

}∞

m=1
=

{(
a
(m)
m,n

)
n∈N

}∞

m=1
は {ak}∞k=1の部分列で, 各

n ∈ Nに対して, Xnの点列
{
a
(m)
m,n

}∞

m=1
は収束する. よって, (2)より,

{
a
(m)
m

}∞

m=1
は収

束する. したがって, Xは点列コンパクトだから, コンパクト.


