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§7. Hausdorff空間
距離空間の点列の極限は一意的であるが, 一般の位相空間の場合はそうとは限らない. しか

し, 一般の位相空間に対しても, 次のような条件を付け加えることにより, 点列の極限は一意的
となる.

定義 Xを位相空間とする.

x, y ∈ Xを異なる 2点とする. Xの開集合Ox, Oyで,

x ∈ Ox, y ∈ Oy, Ox ∩Oy = ∅ (∗)

となるものが存在するとき, xと yは開集合により分離されるという.

X の任意の異なる 2点が開集合により分離されるとき, X は Hausdorffであるという. この
とき, XはHausdorffの分離公理または第二分離公理をみたすという. Hausdorffな位相空間を
Hausdorff空間または T2空間という.

注意 定義より, Hausdorff性は位相的性質である.

また, 上の定義では開集合を用いて 2点を分離することを考えたが, 開集合の代わりに近傍を
用いてもよい.

始めに述べたことを示しておこう.

定理 Hausdroff空間の点列が収束するならば, その極限は一意的.

証明 背理法により示す.

XをHausdorff空間, {an}∞n=1をXの収束する点列とし, a, b ∈ Xが {an}∞n=1の異なる極限で
あると仮定する. まず, XはHausdorffだから,

a ∈ Oa, b ∈ Ob, Oa ∩Ob = ∅

となるXの開集合Oa, Obが存在する.

ここで, {an}∞n=1は aに収束するから,あるNa ∈ Nが存在し, n ∈ N, n ≥ Naならば, an ∈ Oa.

また, {an}∞n=1は bにも収束するから, あるNb ∈ Nが存在し, n ∈ N, n ≥ Nbならば, an ∈ Ob.

よって,

amax{Na,Nb} ∈ Oa ∩Ob.

これは矛盾. よって, a = b. すなわち, Hausdroff空間の点列が収束するならば, その極限は一意
的. □

Hausdorff空間の例について考えよう.

例 距離空間は Hausdorffである. 実際, 距離空間 (X, d)の異なる 2点 x, y ∈ X に対して, ε

= d(x, y)とおくと, ε > 0で,
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となり, xと yは開集合により分離される.

例 離散空間はHausdorffである. 実際, 離散空間Xの異なる 2点 x, y ∈ Xに対して, {x}, {y}
はXの開集合で,

x ∈ {x}, y ∈ {y}, {x} ∩ {y} = ∅

となり, xと yは開集合により分離される.
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例 2点以上からなる密着空間はHausdorffではない. 実際, Xを 2点 x, yを含む密着空間とす
ると, xを含むXの開集合も yを含むXの開集合もXのみであるから, xと yを開集合により
分離することはできない.

例 Xを空でない集合とし, Xの余有限位相を考える.

Xが有限集合のとき, Xは離散空間である. よって, 上の 2つめの例より, XはHausdorffで
ある.

Xが無限集合のとき, XがHausdorffではないことを背理法により示す. XがHausdorffであ
ると仮定する. Xは無限集合だから, 異なる 2点 x, y ∈ Xが存在する. このとき, 仮定より, (∗)
をみたすXの開集合Ox, Oyが存在する. 余有限位相の定義より, X \Oxは有限集合. 更に, (∗)
の第 3式より, Oy ⊂ X \Ox. よって, Oyは有限集合. ここで, 余有限位相の定義より, X \Oyは
有限集合で,

X = Oy ∪ (X \Oy).

したがって, Xは有限集合となり, 矛盾. 以上より, XはHausdorffではない.

Hausdorff空間について, 次がなりたつ.

定理 Hausdorff空間の 1点のみからなる部分集合は閉集合.

証明 XをHausdorff空間とし, x ∈ Xとする.

X = {x}のとき, {x}は明らかにXの閉集合.

X ̸= {x}のとき, y ∈ X \ {x}とする. x ̸= yで, XはHausdorffだから, (∗)をみたすXの開
集合Ox, Oyが存在する. このとき, Oy ⊂ X \ {x}だから, yはX \ {x}の内点. yは任意だから,

X \ {x}はXの開集合. よって, {x}はXの閉集合.

したがって, Hausdorff空間の 1点のみからなる部分集合は閉集合. □
位相空間のHausdorff性は次のように特徴付けることができる.

定理 Xを位相区間とすると, 次の (1)～(3)は同値.

(1) XはHausdorff.

(2) 積空間X ×Xの対角線集合, すなわち
{(x, x)|x ∈ X}

はX ×Xの閉集合.

(3) 任意の x ∈ Xに対して, xの閉近傍全体の共通部分は {x}.

証明 X ×Xの対角線集合を∆とおく.

(1) ⇒ (2): (x, y) ∈ (X ×X) \∆とする. このとき, x, yはXの異なる 2点. 仮定より, (∗)をみ
たすXの開集合Ox, Oyが存在する. ここで, (∗)は

(x, y) ∈ Ox ×Oy, Ox ×Oy ⊂ (X ×X) \∆ (∗∗)

と同値. よって, (x, y)は (X ×X) \∆の内点. (x, y)は任意だから, (X ×X) \∆はX ×Xの開
集合. したがって, ∆はX ×Xの閉集合.

(2) ⇒ (3): y ∈ Xをxと異なる点とする. このとき, (x, y) ∈ (X×X)\∆. 仮定より, (X×X)\∆
はX ×Xの開集合だから, (∗∗), すなわち (∗)をみたすXのある開集合Ox, Oyが存在する. こ
こで, (∗)の第 3式より, Oy ⊂ X \Ox. よって,

X \Ox = (X \Ox)
i

⊃ Oy
i

= Oy.



§7. Hausdorff空間 3

すなわち, Oy ⊂ X \Oxだから,

Ox ∩Oy = ∅.

したがって, Oxは yを含まない xの閉近傍. yは任意だから, xの閉近傍全体の共通部分は {x}.
(3) ⇒ (1): x, y ∈ Xを異なる 2点とする. 仮定より, yを含まない xの閉近傍 U が存在する. こ
こで, Ox = U i, Oy = X \ U とおく. このとき, Ox, OyはXの開集合で, (∗)をみたす. よって,

XはHausdorff. □
Hausdorff空間におけるコンパクト性についても述べておこう.

定理 Hausdorff空間のコンパクト部分集合は閉集合.

証明 X を Hausdorff空間, AをX のコンパクト部分集合とする. x ∈ X \ Aとすると, X は
Hausdorffだから, 任意の a ∈ Aに対して, Xのある開集合Ox,a, O

′
x,aが存在し,

x ∈ Ox,a, a ∈ O′
x,a, Ox,a ∩O′

x,a = ∅.

このとき, (O′
x,a)a∈AはAの開被覆. ここで, Aはコンパクトだから, (O′

x,a)a∈Aの有限部分被覆
(O′

x,ai
)ni=1が存在する. よって,

O =
n∩

j=1

Ox,aj

とおくと, i = 1, 2, . . . , nのとき,

O ∩O′
x,ai

=

(
n∩

j=1

Ox,aj

)
∩O′

x,ai

⊂ Ox,ai ∩O′
x,ai

= ∅,

すなわち
O ∩O′

x,ai
= ∅

だから,

O ∩ A ⊂ O ∩

(
n∪

i=1

O′
x,ai

)

=
n∪

i=1

(
O ∩O′

x,ai

)
= ∅,

すなわち, O ⊂ X \Aだから, xはX \Aの内点. したがって, X \AはXの開集合となるから,

AはXの閉集合. すなわち, Hausdorff空間のコンパクト部分集合は閉集合. □
上の定理より, 次を示すことができる.

定理 コンパクト空間からHausdorff空間への全単射連続写像は同相写像.

証明 Xをコンパクト空間, Y をHausdorff空間, fをXからY への全単射連続写像とする. f−1

が連続であることを示せばよい.

AをX の閉集合とする. X はコンパクトだから, Aはコンパクト. f は連続だから, f(A)は
コンパクト. Y はHausdorffだから, 上の定理より, f(A), すなわち, (f−1)−1(A)は Y の閉集合.

したがって, f−1は連続. □
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問題 7

1. Hausdorff空間の部分空間はHausdorffであることを示せ.

2. 2つのHausdorff空間の積空間はHausdorffであることを示せ. 更に, Hausdorff空間の族の積
空間はHausdorffであることが分かる.

3. Xを位相空間, Y をHausdorff空間, f, gをXから Y への連続写像とする. このとき, A ⊂ X

を
A = {x ∈ X|f(x) = g(x)}

により定める. AはXの閉集合であることを示せ.

4. Xを空でない集合, O1, O2をXの位相とする. (X,O1)がコンパクト, (X,O2)がHausdorff

で, O1 ⊃ O2 ならば, O1 = O2であることを示せ.

5. Xを位相空間とする. 任意の異なる x, y ∈ Xに対して, x ∈ O, y ̸∈ OとなるXの開集合O

が存在するとき, Xは Fréchetの分離公理または第一分離公理をみたすという. このとき, X

を Fréchet空間または T1空間という. 定義より, 第一分離公理をみたすという性質は位相的
性質である. また, Hausdorff空間は T1空間である.

(1) Xが T1空間であることとXの任意の 1点のみからなる部分集合が閉集合であることは
同値であることを示せ.

(2) Xの位相が余有限位相のとき, Xは T1空間であることを示せ.

6. T1空間の部分空間は T1空間であることを示せ.

7. 2つの T1空間の積空間は T1空間であることを示せ. 更に, T1空間の族の積空間は T1空間で
あることが分かる.

8. Xを位相空間とする. 任意の異なる x, y ∈ Xに対して, x ∈ O, y ̸∈ Oまたは x ̸∈ O, y ∈ O

となるXの開集合Oが存在するとき, XはKolmogorovの分離公理をみたすという. このと
き, XをKolmogorov空間または T0空間という. 定義より, Kolmogorovの分離公理をみたす
という性質は位相的性質である. また, T1空間は T0空間である.

Xが 2点からなる位相空間のとき, Xが T0空間あるいは T1空間であるかを調べよ.
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問題 7の解答
1. XをHausdorff空間, AをXの部分空間, x, y ∈ Aを異なる 2点とする. XはHausdorffだか
ら,

x ∈ Ox, y ∈ Oy, Ox ∩Oy = ∅

となるXの開集合Ox, Oyが存在する. このとき, Ox ∩ A, Oy ∩ AはAの開集合で,

x ∈ Ox ∩ A, y ∈ Oy ∩ A, (Ox ∩ A) ∩ (Oy ∩ A) = ∅.

よって, Aの任意の異なる 2点は開集合により分離されるから, AはHausdorff. したがって,

Hausdorff空間の部分空間はHausdorff.

2. X, Y をHausdorff空間とし, (x, y), (x′, y′) ∈ X × Y , (x, y) ̸= (x′, y′)とする. このとき, 積集
合の定義より, x ̸= x′または y ̸= y′.

x ̸= x′のとき, XはHausdorffだから,

x ∈ O, x′ ∈ O′, O ∩O′ = ∅

となるXの開集合O, O′が存在する. このとき, 積空間の定義より, O× Y , O′ × Y はX × Y

の開集合で,

(x, y) ∈ O × Y, (x′, y′) ∈ O′ × Y, (O × Y ) ∩ (O′ × Y ) = ∅.

よって, (x, y)と (x′, y′)は開集合により分離される.

y ̸= y′のとき, 上と同様に, (x, y)と (x′, y′)は開集合により分離される.

したがって, X × Y はHausdorff. すなわち, 2つのHausdorff空間の積空間はHausdorff.

3. x ∈ X \ Aとする. このとき, Aの定義より, f(x) ̸= g(x). Y はHausdorffだから,

f(x) ∈ U, g(x) ∈ V, U ∩ V = ∅

となる Y の開集合 U , V が存在する. ここで, f, gは連続だから, f−1(U) ∩ g−1(V )は xを含
むXの開集合で,

f−1(U) ∩ g−1(V ) ⊂ X \ A.

よって, xはX \ Aの内点. xは任意だから, X \ AはXの開集合. したがって, AはXの閉
集合.

4. まず, X上の恒等写像 1X は (X,O1)から (X,O2)への全単射を定める.

ここで, O ∈ O2とすると, O1 ⊃ O2 だから,

1X
−1(O) = O

∈ O2

⊂ O1.

すなわち, 1X
−1(O) ∈ O1. よって, 1X は連続.

更に, (X,O1)はコンパクトで, (X,O2) はHausdorffだから, 1X は同相写像. したがって,

O1 = O2.

5. (1) まず, Xが T1空間であると仮定する. x ∈ Xに対して, y ∈ X \ {x}とする. このとき,
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y ̸= xだから, 仮定より, y ∈ Oy, x ̸∈ OyとなるXの開集合Oyが存在する. よって,

X \ {x} =
∪

y∈X\{x}

Oy.

したがって, X \ {x}はXの開集合だから, {x}はXの閉集合. すなわち, Xの任意の 1

点のみからなる部分集合は閉集合.

逆に, Xの任意の 1点のみからなる部分集合が閉集合であると仮定する. x, y ∈ Xを異
なる 2点とする. このとき, O = X \ {y}とおくと, x ∈ O, y ̸∈ O. また, 仮定より, {y}
はXの閉集合だから, OはXの開集合. よって, Xは T1空間.

(2) 余有限位相の定義より, Xの有限部分集合は閉集合. 特に, Xの任意の 1点のみからなる
部分集合は閉集合. よって, (1)より, Xは T1空間.

6. Xを T1空間, AをXの部分空間, x, y ∈ Aを異なる 2点とする. Xは T1空間だから, x ∈ O,

y ̸∈ OとなるXの開集合Oが存在する. このとき, O ∩ AはAの開集合で,

x ∈ O ∩ A, y ̸∈ O ∩ A.

よって, Aは T1空間. したがって, T1空間の部分空間は T1空間.

7. X, Y を T1空間とし, (x, y), (x′, y′) ∈ X × Y , (x, y) ̸= (x′, y′)とする. このとき, 積集合の定
義より, x ̸= x′または y ̸= y′.

x ̸= x′のとき, Xは T1空間だから, x ∈ U , x′ ̸∈ U となるXの開集合 U が存在する. この
とき, 積空間の定義より, U × Y はX × Y の開集合で,

(x, y) ∈ U × Y, (x′, y′) ̸∈ U × Y.

y ̸= y′のとき, 上と同様に, y ∈ V , y′ ̸∈ V となる Y の開集合 V が存在する. 更に, X × V

はX × Y の開集合で,

(x, y) ∈ X × V, (x′, y′) ̸∈ X × V.

よって, X × Y は T1空間.

8. OをXの位相とし, Xを
X = {p, q}

と表しておく. このとき, Oは

O1 = {∅, X}, O2 = {∅, {p}, X}, O3 = {∅, {q}, X}, O4 = {∅, {p}, {q}, X}

の何れかである. また, Xの異なる 2点は p, qのみである.

O = O1のとき, pを含むXの開集合も qを含むXの開集合もXのみだから, XはKol-

mogorovの分離公理をみたさない. よって, Xは T0空間ではない. したがって, Xは T1空間
ではない.

O = O2のとき, {p}は pを含むXの開集合で, qを含まないから, XはKolmogorovの分
離公理をみたす. よって, Xは T0空間. しかし, qを含むXの開集合はXのみだから, Xは
第一分離公理をみたさない. したがって, Xは T1空間ではない.

O = O3のとき, O = O2 のときと同様に, Xは T0空間であるが, T1空間ではない.

O = O4のとき, Xの任意の 1点のみからなる部分集合は閉集合. よって, Xは T1空間. し
たがって, Xは T0空間.


