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§8. 正則空間と正規空間
位相空間論における分離公理は §7において扱ったもの以外にも多くのものが知られている.

ここでは, それらの中でも基本的なものについて述べよう. まず, 第三分離公理から始めよう.

定義 Xを位相空間とする.

x ∈ Xとし, Aを xを含まないXの閉集合とする. Xの開集合Ox, OAで,

x ∈ Ox, A ⊂ OA, Ox ∩OA = ∅

となるものが存在するとき, xとAは開集合により分離されるという.

Xの任意の点とその点を含まない任意の閉集合が開集合により分離されるとき, XはVietoris

の分離公理または第三分離公理をみたすという. 第三分離公理をみたす位相空間をVietoris空
間または T3空間という.

定義より, 第三分離公理をみたすという性質は位相的性質である.

位相空間の 1点のみからなる部分集合は必ずしも閉集合であるとは限らないため, 第三分離
公理から第二分離公理, すなわちHausdorff性が導かれる訳ではない.

例 Xを 3点 p, q, rからなる集合とし, Xの部分集合系Oを

O = {∅, {p}, {q, r}, X}

により定める. このとき, OはXの位相となり, Xの閉集合系はOに一致する.

{q, r}は pを含まないX の閉集合である. {p}, {q, r}はX の開集合だから, pと {q, r}は開
集合により分離される. その他の場合も同様に考えると, X は第三分離公理をみたすことが分
かる.

しかし, qと rは開集合により分離されないから, Xは第二分離公理をみたさない.

そこで, 問題 7において扱った第一分離公理をみたす位相空間, すなわち T1空間が任意の 1点
のみからなる部分集合が閉集合となる位相空間であったことを思い出し, 次のように定める.

定義 第一分離公理および第三分離公理をみたす位相空間は正則であるという. 正則な位相空
間を正則空間という.

注意 上において述べたことより, 正則空間はHausdorffである.

また, 正則性は位相的性質である.

なお, 文献によっては, 単に第三分離公理をみたす位相空間を正則空間と定義していることも
ある.

第三分離公理は次のように特徴付けることができる.

定理 Xを位相空間とすると, 次の (1), (2)は同値.

(1) Xは第三分離公理をみたす.

(2) 任意の x ∈ Xに対して, xの閉近傍全体の集合は xの基本近傍系となる.

証明 (1) ⇒ (2): U を xの近傍とする. このとき, x ∈ U iだから, X \ U iは xを含まないXの
閉集合. 仮定より, Xの開集合O, O′で,

x ∈ O, X \ U i ⊂ O′, O ∩O′ = ∅
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となるものが存在する. よって, Oは xの閉近傍で,

O ∩O′ = ∅

となるから, O ⊂ U . したがって, xの閉近傍全体の集合は xの基本近傍系となる.

(2) ⇒ (1): Aを xを含まないXの閉集合とする. このとき, X \ Aは xの近傍. 仮定より, xの
閉近傍 U∗で, U∗ ⊂ X \ Aとなるものが存在する. よって, (U∗)i, X \ U∗はXの開集合で,

x ∈ (U∗)i, A ⊂ X \ U∗, (U∗)i ∩ (X \ U∗) = ∅.

すなわち, xとAは開集合により分離される. したがって, Xは第三分離公理をみたす. □
距離空間は正則空間の例となるが, 実は正規性という正則性よりも強い条件をみたす.

定義 Xを位相空間とする.

A, Bを互いに交わらないXの閉集合とする. Xの開集合OA, OBで,

A ⊂ OA, B ⊂ OB, OA ∩OB = ∅

となるものが存在するとき, AとBは開集合により分離されるという.

Xの互いに交わらない任意の閉集合が開集合により分離されるとき, XはTietzeの分離公理
または第四分離公理をみたすという. 第四分離公理をみたす位相空間をTietze空間または T4空
間という.

第一分離公理および第四分離公理をみたす位相空間は正規であるという. 正規な位相空間を
正規空間という.

注意 定義より, 正規空間は正則空間である.

また, 第四分離公理をみたすという性質や正規性は位相的性質である.

正則性の場合と同様に, 文献によっては, 単に第四分離公理をみたす位相空間を正規空間と定
義していることもある.

距離空間の正規性を示すための準備をしよう. (X, d)を距離空間とし, x ∈ X, A ⊂ X, A ̸= ∅
とする. このとき, xとAの距離 d(x,A)を

d(x,A) = inf{d(x, a)|a ∈ A}

により定める. このように定めた d(x,A)について, 次がなりたつ.

定理 (X, d)を距離空間とし, x, y ∈ X, A ⊂ X, A ̸= ∅とすると, 次の (1), (2)がなりたつ.

(1) d(x,A) = 0と x ∈ Aは同値.

(2) |d(x,A)− d(y, A)| ≤ d(x, y). 特に, xの関数 d(x,A)はX上の実数値連続関数.

証明 (1): まず, d(x,A) = 0であると仮定する. このとき, 任意の ε > 0に対して, d(x, y) < ε

となる y ∈ Aが存在する. よって,

B(x; ε) ∩ A ̸= ∅

だから, xはAの外点ではない. したがって, x ∈ A.

上の議論は逆に辿ることもできるから, x ∈ Aならば, d(x,A) = 0.

以上より, d(x,A) = 0と x ∈ Aは同値.

(2): z ∈ Aとすると, d(x,A)の定義および三角不等式より,

d(x,A) ≤ d(x, z)

≤ d(x, y) + d(y, z).



§8. 正則空間と正規空間 3

よって,

d(x,A)− d(x, y) ≤ d(y, z).

zに関して下限を取ると,

d(x,A)− d(x, y) ≤ d(y, A).

すなわち,

d(x,A)− d(y, A) ≤ d(x, y).

同様に,

d(y, A)− d(x,A) ≤ d(x, y).

したがって,

|d(x,A)− d(y, A)| ≤ d(x, y).

□

それでは, 次を示そう.

定理 距離空間は正規.

証明 (X, d)を距離空間とする.

まず, Xは第一分離公理をみたす.

次に, A, Bを互いに交わらないXの閉集合とする. このとき, Xで定義された実数値関数 f

を
f(x) = d(x,A)− d(x,B) (x ∈ X)

により定める. 上の定理の (2)より, f は連続. よって, Xの部分集合OA, OBを

OA = {x|f(x) < 0} = f−1((−∞, 0)), OB = {x|f(x) > 0} = f−1((0,+∞))

により定めると, OA, OBは互いに交わらないXの開集合.

ここで, x ∈ Aとすると, d(x,A) = 0. また, A, Bは互いに交わらないX の閉集合だから,

x ̸∈ B. よって, 上の定理の (1)より, d(x,B) > 0だから, f(x) < 0. すなわち x ∈ OA. 同様に,

x ∈ Bとすると, x ∈ OB. したがって, A ⊂ OA, B ⊂ OBとなり, AとBは開集合により分離さ
れる. すなわち, Xは第四分離公理をみたす.

以上より, Xは正規. □

上の定理の証明において, f は上で定めたものの代わりに,

f(x) =
d(x,A)

d(x,A) + d(x,B)
(x ∈ X)

と定めても, AとBは開集合 f−1
([
0, 1

2

))
と f−1

((
1
2
, 1
])
を用いて分離することができる. この

とき, f は次の (i)～(iii)をみたす.

(i) 任意の x ∈ Xに対して, 0 ≤ f(x) ≤ 1.

(ii) x ∈ Aのとき, f(x) = 0.

(iii) x ∈ Bのとき, f(x) = 1.

実は, 次がなりたつことが分かる.

Urysohnの補題 Xを T4空間, A, Bを互いに交わらないXの閉集合とする. このとき, 上の
(i)～(iii)をみたすXで定義された実数値連続関数 f が存在する.
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問題 8

1. T3空間の部分空間は T3空間であることを示せ. 特に, 問題 7において扱ったことと合わせる
と, 正則空間の部分空間は正則である.

2. 2つの T3空間の積空間は T3空間であることを示せ. 更に, T3空間の族の積空間は T3空間で
あることが分かる. 特に, 問題 7において扱ったことと合わせると, 正則空間の族の積空間は
正則である.

3. Rの部分集合Kを
K =

{
1

n

∣∣∣∣n ∈ N

}
により定め, Rの部分集合系Bを

B = {I|Iは開区間 } ∪ {I \K|Iは開区間 }

により定める. このとき, BはRのある位相の基底となる. OKをBを基底とするRの位相
とすると, (R,OK)はHausdorffであることが容易に分かる. (R,OK)は正則ではないことを
示せ.

4. (R,Ol)を Sorgenfrey直線とする. すなわち, Olは右半開区間全体の集合を基底とするRの
位相である. (R,Ol)は正規であることを示せ.

なお, (R,Ol)と (R,Ol)自身の積空間を Sorgenfrey平面という. Sorgenfrey平面は正規で
はないことが知られている. 特に, 正規性は積空間に遺伝するとは限らない. また, 正規では
ない部分空間が存在するような正規空間の例も知られている. 特に, 正規性は部分空間にも
遺伝するとは限らない.

5. Xを位相空間とする. 任意の x ∈ Xと xを含まないXの任意の閉集合Aに対して, Xで定
義された実数値連続関数 f で, 次の (i)～(iii)をみたすものが存在するとき, XはTychonoff

の分離公理をみたすという.

(i) 任意の y ∈ Xに対して, 0 ≤ f(y) ≤ 1.

(ii) f(x) = 0.

(iii) y ∈ Aのとき, f(y) = 1.

Tychonoffの分離公理をみたす位相空間をTychonoff空間または T3 1
2
空間という. 更に, 第一

分離公理およびTychonoffの分離公理をみたす位相空間は完全正則であるという. 完全正則な
位相空間を完全正則空間という. 完全正則性は位相的性質である.

正規空間は完全正則空間であることを示せ. なお, 完全正則空間は正則空間であることも
分かる.
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問題 8の解答
1. Xを T3空間, AをXの部分空間とする. x ∈ Aとし, Bを xを含まないAの閉集合とすると,

相対位相の定義より,

B = C ∩ A

となるXの閉集合Cが存在する. このとき, x ̸∈ C. Xは T3空間だから,

x ∈ Ox, C ⊂ OC , Ox ∩OC = ∅

となるXの開集合Ox, OC が存在する. このとき, Ox ∩ A, OC ∩ AはAの開集合で,

x ∈ Ox ∩ A, B ⊂ OC ∩ A, (Ox ∩ A) ∩ (OC ∩ A) = ∅.

よって, xとBは開集合により分離されるから, Aは T3空間. したがって, T3空間の部分空
間は T3空間.

2. X, Y を T3空間とする. (x, y) ∈ X × Y とし, U を (x, y)の近傍とすると, 積位相の定義より,

(x, y) ∈ Ox ×Oy ⊂ U

となるXの開集合Ox, Y の開集合Oyが存在する. ここで, Xは T3空間だから, xの閉近傍
全体の集合は xの基本近傍系となる. よって, x ∈ O′

x, O
′
x ⊂ OxとなるXの開集合O′

xが存在
する. 同様に, y ∈ O′

y, O
′
y ⊂ OyとなるY の開集合O′

yが存在する. このとき, (x, y) ∈ O′
x×O′

y.

また,

O′
x ×O′

y = O′
x ×O′

y

⊂ Ox ×Oy

となるから,

O′
x ×O′

y ⊂ Ox ×Oy.

したがって, (x, y)の閉近傍全体の集合は (x, y)の基本近傍系となるから, X × Y は T3空間.

すなわち, 2つの T3空間の積空間は T3空間.

3. 背理法により示す.

(R,OK)が第三分離公理をみたすと仮定する. OKの定義より, Kは 0を含まない (R,OK)

の閉集合. 仮定より,

0 ∈ O0, K ⊂ OK , O0 ∩OK = ∅

となる (R,OK)の開集合O0, OK が存在する. ここで, Iを 0を含む開区間とすると,

I ∩K ̸= ∅.

よって, 基底の定義より,

0 ∈ (a, b) \K ⊂ O0

となる開区間 (a, b)が存在する. 更に, 1
N

∈ K (N ∈ N) を 1
N

∈ (a, b)となるように選んでお
くと, 基底の定義より,

1

N
∈ (c, d) ⊂ OK
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となる開区間 (c, d)が存在する. このとき, z ∈ Rを

max

{
c,

1

N + 1

}
< z <

1

N

となるように選んでおくと,

z ∈ ((a, b) \K) ∩ (c, d)

⊂ O0 ∩OK .

これは矛盾. したがって, (R,OK)は第三分離公理をみたさない. 以上より, (R,OK)は正則
ではない.

4. まず, x ∈ Rとすると,

R \ {x} = (−∞, x) ∪ (x,+∞)

=

(
∞∪
n=1

[x− n, x)

)
∪

(
∞∪
n=1

[
x+

1

n
, x+ n

))
∈ Ol.

すなわち, R \ {x} ∈ Ol. よって, {x}は (R,Ol)の閉集合. したがって, (R,Ol)は第一分離
公理をみたす.

次に, A, Bを互いに交わらない (R,Ol)の閉集合とする. a ∈ Aとすると, R \Bは (R,Ol)

の開集合で, a ∈ R \B. よって, 基底の定義より,

a ∈ [a, xa) ⊂ R \B

となる xa ∈ Rが存在する. 同様に, b ∈ Bとすると,

b ∈ [b, xb) ⊂ R \ A

となる xb ∈ Rが存在する. ここで, Rの部分集合OA, OBを

OA =
∪
a∈A

[a, xa), OB =
∪
b∈B

[b, xb)

により定めると, OA, OBは (R,Ol)の開集合で,

A ⊂ OA, B ⊂ OB, OA ∩OB = ∅

となる. したがって, AとBは開集合により分離されるから, (R,Ol)は第四分離公理をみ
たす.

以上より, (R,Ol)は正規.

5. Xを正規空間とする. 正規性の定義より, XがTychonoffの分離公理をみたすことを示せば
よい. x ∈ Xとし, Aを xを含まないXの閉集合とする. Xは第一分離公理をみたすから,

{x}はXの閉集合. また, Xは第四分離公理をみたす. よって, Urysohnの補題より, (i)～(iii)

の条件をみたすXで定義された実数値連続関数 f が存在する. したがって, XはTychonoff

の分離公理をみたす.


