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§9. 局所コンパクト空間
ここでは, コンパクト空間の一般化である局所コンパクト空間について述べよう.

定義 X を位相空間とする. 任意の x ∈ X に対して, xの近傍でコンパクトなものが存在する
とき, X は局所コンパクトであるという. 局所コンパクトな位相空間を局所コンパクト空間と
いう.

定義より, 局所コンパクト性は位相的性質である.

局所コンパクト空間の例について考えよう.

例 コンパクト空間は局所コンパクトである. 実際, コンパクト空間Xの任意の点 xに対して,

X自身は xのコンパクトな近傍である.

例 Xを離散空間とする.

§3において述べたように, XがコンパクトとなるのはXが有限集合のときであった.

一方, Xは局所コンパクトである. 実際, 任意の x ∈ Xに対して, {x}は xのコンパクトな近
傍である.

例 §5において述べたように, Rnのコンパクト部分集合は有界閉集合に限る.

ここで, Rnは有界ではないから, コンパクトではない.

一方, Rnは局所コンパクトである. 実際, 任意の x ∈ Rnに対して, B(x; 1)はRnの有界閉集
合だから, xのコンパクトな近傍となる.

例 Rの部分空間Qは局所コンパクトではない. このことを背理法により示そう.

Qが局所コンパクトであると仮定する. このとき, 0 ∈ Qのコンパクトな近傍 U が存在する.

QはRの部分空間で, U は 0の近傍だから,

0 ∈ I ∩Q ⊂ U

となる開区間 I が存在する. I は無理数を含むから, U の Cauchy列で, U の点に収束しないも
のが存在する. U はコンパクトだから, これは矛盾. よって, Qは局所コンパクトではない.

例 p ≥ 1とし, (lp, ∥ ∥)を問題 5において扱ったBanach空間とする. すなわち,

lp =

{
{xn}∞n=1

∣∣∣∣{xn}∞n=1は
∞∑
n=1

|xn|p < +∞となる実数列
}
,

∥x∥p =

(
∞∑
n=1

|xn|p
) 1

p

(x = {xn}∞n=1 ∈ lp)

である. lpは局所コンパクトではないことを背理法により示そう.

lpが局所コンパクトであると仮定する. このとき, lpの零ベクトル 0のコンパクトな近傍Uが
存在する. U は 0の近傍だから, ある ε > 0が存在し, B(0; ε) ⊂ U . ここで, A ⊂ lpを

A =
{
x ∈ lp

∣∣∣∥x∥p = ε

2

}
により定めると, Aは U の閉集合. 更に, 問題 5と同様に, Aはコンパクトではないことが分か
る. U はコンパクトだから, これは矛盾. よって, lpはコンパクトではない.

なお, 一般にノルム空間が局所コンパクトとなるのはその次元が有限であるときに限ること
が分かる.
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局所コンパクト Hausdorff空間は正則であることが分かるが, まず, Hausdorff空間やコンパ
クトHasudorff空間に関する準備をしておこう.

定理 X をHausdorff空間とする. x ∈ X とし, Aを xを含まないX のコンパクト部分集合と
すると, xとAは開集合により分離される.

証明 a ∈ Aとする. XはHausdorffだから, Xの開集合Ox, Oaで,

x ∈ Ox, a ∈ Oa, Ox ∩Oa = ∅

となるものが存在する. このとき,

Oa ∩Ox = ∅

となるから, x ̸∈ Oa. また, (Oa)a∈AはAの開被覆.

ここで, Aはコンパクトだから, (Oa)a∈Aの有限部分被覆 (Oai)
n
i=1が存在する. このとき, Xの

開集合 V を

V =
n∪

i=1

Oai

により定めると,

V =
n∪

i=1

Oai

だから, x ̸∈ V . よって, U = X \ V とおくと, U はXの開集合で,

x ∈ U, A ⊂ V, U ∩ V = ∅.

したがって, xとAは開集合により分離される. □
定理 コンパクトHausdorff空間は正規.

証明 XをコンパクトHausdorff空間, A, Bを互いに交わらないXの閉集合とする. Xはコン
パクトだから, A, Bはコンパクト. b ∈ Bとすると, 上の定理より, Xの開集合Ob, OAで,

b ∈ Ob, A ⊂ OA, Ob ∩OA = ∅

となるものが存在する. このとき,

Ob ∩OA = ∅

で, (Ob)b∈BはBの開被覆.

ここで, Bはコンパクトだから, (Ob)b∈Bの有限部分被覆 (Obi)
n
i=1が存在する. このとき, Xの

開集合 V を

V =
n∪

i=1

Obi

により定めると,

V =
n∪

i=1

Obi

だから,

A ∩ V = ∅.

よって, U = X \ V とおくと, U はXの開集合で,

A ⊂ U, B ⊂ V, U ∩ V = ∅.
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したがって, AとBは開集合により分離されるから, Xは正規. すなわち, コンパクトHausdorff

空間は正規. □

それでは, 次を示そう.

定理 局所コンパクトHausdorff空間は正則.

証明 X を局所コンパクトHausdorff空間とする. X はHausdorffだから, X が T3空間である
ことを示せばよい.

x ∈ Xとし, U を xの近傍とする. Xは局所コンパクトだから, xのコンパクトな近傍 V が存
在する. Xの部分空間 V はコンパクトHausdorff空間となるから, 上の定理より, V は正規. 特
に, V は正則. 更に, U ∩ V は V における xの近傍となるから, V における xの閉近傍W で,

x ∈ W ⊂ U ∩ V

となるものが存在する. ここで, V はHausdorff空間Xのコンパクト部分集合だから, Xの閉集
合. よって, W はXの閉集合. また, V はXにおける xの近傍, W は V における xの近傍だか
ら, W はXにおける xの近傍となる. したがって, W は

x ∈ W ⊂ U

となるXにおける xの閉近傍となるから, Xは正則. すなわち, 局所コンパクトHausdorff空間
は正則. □

上の定理の証明より, 次がなりたつ.

定理 Xを局所コンパクトHausdorff空間とする. このとき, 任意の x ∈ Xに対して, xのコン
パクトな近傍全体の集合は xの基本近傍系となる.

更に, 次がなりたつ.

定理 Xを局所コンパクト空間とし, A ⊂ Xとする. AがXの開集合または閉集合ならば, X

の部分空間Aは局所コンパクト.

証明 x ∈ Aとする.

AがXの開集合のとき, AはXにおける xの近傍だから, 上の定理より,

x ∈ U ⊂ A

となるXにおける xのコンパクトな近傍U が存在する. このとき, U はAにおける xのコンパ
クトな近傍でもあるから, Aは局所コンパクト.

AがXの閉集合のとき, Xは局所コンパクトだから, Xにおける xのコンパクトな近傍U が
存在する. 更に, AはXの閉集合だから, U ∩ AはXのコンパクト部分集合. よって, U ∩ Aは
Aにおける xのコンパクトな近傍. したがって, Aは局所コンパクト. □

上の定理を用いて, 幾何学において特に重要な局所コンパクト空間の例を挙げておこう.

例 (位相多様体)

M をHausdorff空間とし, n ∈ Nとする. M の任意の点がRnのある開集合と同相な近傍を
もつとき, M を位相多様体という. このとき, nをM の次元という.

位相多様体の定義と上の定理より, 位相多様体は局所コンパクトである.
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問題 9

1. Xを局所コンパクトHausdorff空間, OをXの開集合, AをXの閉集合とする. このとき, X

の部分空間O ∩ Aは局所コンパクトであることを示せ.

2. XをHausdorff空間, AをXの局所コンパクトな部分空間とする. このとき, Xのある開集合
Oおよび閉集合Bが存在し,

A = O ∩B

となることを示せ.

3. 可算個の局所コンパクト空間の族の積空間は局所コンパクトであることを示せ.

4. XをコンパクトHausdorff空間, (An)n∈NをXの連結閉部分集合からなる族で,

A1 ⊃ A2 ⊃ · · · ⊃ An ⊃ · · ·

をみたすものとする. このとき,
∞∩
n=1

Anは連結であることを示せ.

5.可算個のコンパクト部分集合の和集合として表される位相空間は σコンパクトであるという.

σコンパクトな位相空間を σコンパクト空間という. 定義より, σコンパクト性は位相的性質
である. また, コンパクト空間は σコンパクトである.

Rnは σコンパクトであることを示せ.

6. 任意の開被覆が高々可算部分被覆, すなわち高々可算個の元からなる部分被覆をもつような
位相空間は Lindelöfであるという. Lindelöfな位相空間を Lindelöf空間という. 定義より,

Lindelöf性は位相的性質である. また, コンパクト空間は Lindelöfである.

σコンパクト空間は Lindelöfであることを示せ. なお, Sorgenfrey直線は Lindelöfである
が, σコンパクトではないことが知られている.
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問題 9の解答
1. x ∈ O ∩Aとする. OはXの開集合で, Xは局所コンパクトHausdorffだから, Xにおける x

のコンパクトな近傍 U で,

x ∈ U ⊂ O

となるものが存在する. このとき,

V = U ∩ (O ∩ A)

とおくと, V はO ∩ Aにおける xの近傍. また, U ⊂ Oより,

V = U ∩ A

で, AはXの閉集合だから, V はコンパクト空間U の閉集合. よって, V はコンパクト. した
がって, O ∩ Aは局所コンパクト.

2. x ∈ Aとする. Aは局所コンパクトだから, Aにおける xのコンパクトな近傍 U が存在する.

XはHausdorffだから, U はXの閉集合. また, U はAにおける xの近傍だから,

x ∈ V ∩ A ⊂ U

となるXの開集合 V が存在する. U はXの閉集合だから,

x ∈ V ∩ A

⊂ V ∩ A

⊂ U.

よって, U はAにおける xの近傍となる. xは任意だから, AはAの開集合. したがって, X

のある開集合Oが存在し,

A = O ∩ A.

すなわち, B = Aとおくと, BはXの閉集合で,

A = O ∩B.

3. (Xn)n∈Nを局所コンパクト空間の族とし, (xn)n∈N ∈
∞∏
n=1

Xnとする. このとき, 各 n ∈ Nに

対して, Xnは局所コンパクトだから, xnのコンパクトな近傍Unが存在する. ここで, Tychonoff

の定理より,
∞∏
n=1

Unは (xn)n∈N のコンパクトな近傍となる. よって,
∞∏
n=1

Xnは局所コンパクト.

4. 背理法により示す.

A =
∞∩
n=1

Anとおき, Aが連結ではないと仮定する. このとき, 空でないAの閉集合B, Cで,

A = B ∪ C, B ∩ C = ∅

となるものが存在する. また, 各AnはXの閉集合だから, AはXの閉集合. 更に, B, Cは
Aの閉集合だから, B, CはXの閉集合.

ここで, XはコンパクトHausdorffだから, 正規であることに注意すると, Xのある開集合
OB, OC が存在し,

B ⊂ OB, C ⊂ OC , OB ∩OC = ∅.
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更に, (An)n∈Nは
A1 ⊃ A2 ⊃ · · · ⊃ An ⊃ · · ·

をみたすから, Aの定義より, n ∈ Nとすると,

An ∩OB ⊃ A ∩B

= B.

すなわち,

An ∩OB ⊃ B ̸= ∅.

同様に,

An ∩OC ⊃ C ̸= ∅.

また, Anは連結だから,

An ̸⊂ OB ∪OC ,

すなわち,

K = X \ (OB ∪OC)

とおくと, KはXの閉集合で,

An ∩K ̸= ∅.

よって, Xの閉集合からなる族 (An ∩K)n∈Nは有限交叉性をもつ.

ここで, Xはコンパクトだから,

∞∩
n=1

(An ∩K) ̸= ∅,

すなわち,

A ∩K ̸= ∅.

よって,

A ̸⊂ OB ∪OC .

これは矛盾. したがって, Aは連結.

5. k ∈ Nとすると, B(0; k)はRnのコンパクト部分集合で,

Rn =
∞∪
k=1

B(0; k).

よって, Rnは σコンパクト.

6. Xを σコンパクト空間, (Uλ)λ∈ΛをXの開被覆とする. Xは σコンパクトだから, Xのコン
パクト部分集合からなる族 (An)

∞
n=1が存在し,

X =
∞∪
n=1

An.

各n ∈ Nに対して, (Uλ)λ∈ΛはAnの開被覆. ここで, Anはコンパクトだから, (Uλ)λ∈Λの有限
部分被覆 (Un,in)

kn
in=1が存在する. このとき, (Un,in)n∈N,in=1,...,knは (Uλ)λ∈Λの高々可算部分

被覆. よって, Xは Lindelöf. したがって, σコンパクト空間は Lindelöf.


