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§11. 位相空間のコンパクト化
位相空間について調べる際に, その空間をコンパクトなものへ埋め込んで考えることがある.

まず, 次のように定める.

定義 X, X̂を位相空間, ιをXから X̂への写像とする. 次の (1)～(3)がなりたつとき, 組 (X̂, ι)

または X̂をXのコンパクト化という.

(1) X̂はコンパクト.

(2) ιの値域を ι(X)へ制限して得られるXから ι(X)への写像は同相写像.

(3) ι(X)は X̂において稠密.

注意 上の定義の (2)において, ι(X)の位相は X̂の位相に関する相対位相を考えている.

また, (2)をみたす ιを中への同相写像または埋め込みという.

例 開区間 (a, b)から閉区間 [a, b]への写像 ιを

ι(x) = x (x ∈ (a, b))

により定める. このとき, ([a, b], ι)は (a, b)のコンパクト化である.

一つの位相空間に対するコンパクト化には様々なものが考えられるが, ここでは, 新たに 1点
を付け加えることにより得られるコンパクト化について述べよう.

まず, 上の定義の (1)の条件について考える. (X,O)を位相空間とし, Xの元ではない点 {∞}
をXに付け加えて得られる集合を X̂とする. すなわち,

X̂ = X ∪ {∞}

である. ∞を無限遠点という. ここで, X̂の部分集合系 Ôを

Ô = O ∪ {O|∞ ∈ Oで X̂ \OはXのコンパクト閉集合 }

により定める. このとき, 次がなりたつ.

定理 Ôは X̂の位相.

証明 まず, ∞ ∈ X̂で, X̂ \ X̂ = ∅はXのコンパクト閉集合. よって, X̂ ∈ Ô. また, ∅ ∈ Oだ
から, ∅ ∈ Ô.

次に, O1, O2 ∈ Ôとする. ∞ ∈ O1 ∩O2のとき, ∞ ∈ O1だから, X̂ \O1はXのコンパクト閉
集合. 同様に, X̂ \O2はXのコンパクト閉集合. 更に, de Morganの法則より,

X̂ \ (O1 ∩O2) = (X̂ \O1) ∪ (X̂ \O2)

だから, X̂ \ (O1 ∩O2)はXのコンパクト閉集合. よって, O1 ∩O2 ∈ Ô. また, ∞ ̸∈ O1 ∩O2の
とき,

O1 ∩O2 = (O1 ∩X) ∩ (O2 ∩X).

ここで, A ⊂ X̂に対して,

A ∩X = X \ (X \ A)

だから, O1 ∩O2 ∈ O. よって, O1 ∩O2 ∈ Ô.
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更に, (Oλ)λ∈Λを Ôの元からなる集合族とする. ∞ ∈
∪
λ∈Λ

Oλのとき, ある λ0 ∈ Λに対して,

∞ ∈ Oλ0 . このとき, X̂ \Oλ0はXのコンパクト閉集合で, de Morganの法則より,

X̂ \

(∪
λ∈Λ

Oλ

)
=
(
X̂ \Oλ0

)
∩

 ∩
λ ∈ Λ
λ ̸= λ0

(
X̂ \Oλ

)
だから, X̂ \

( ∪
λ∈Λ

Oλ

)
はXのコンパクト閉集合. よって,

∪
λ∈Λ

Oλ ∈ Ô. また, ∞ /∈
∪
λ∈Λ

Oλのと

き, 任意の λ ∈ Λに対して, Oλ ∈ O. よって,
∪
λ∈Λ

Oλ ∈ O. したがって,
∪
λ∈Λ

Oλ ∈ Ô.

以上より, Ôは X̂の位相. □

以下, 上のように定めた X̂を考え, X̂の位相としては Ôを考える. このとき, 次がなりたつ.

定理 X̂はコンパクト.

証明 (Oλ)λ∈Λを X̂ の開被覆とする. このとき, ある λ0 ∈ Λが存在し, ∞ ∈ Oλ0 . Ôの定義よ
り, X̂ \ Oλ0 はX のコンパクト部分集合. 更に, (Oλ ∩ X)λ∈Λは X̂ \ Oλ0 の開被覆となるから,

(Oλ ∩X)λ∈Λの有限部分被覆 (Oλi
∩X)i=1,2,...,nが存在する. よって,

X̂ \Oλ0 ⊂
n∪

i=1

(Oλi
∩X).

したがって, (Oλi
)i=0,1,2,...,nは (Oλ)λ∈Λ の有限部分被覆となるから, X̂はコンパクト. □

次に, 上の定義の (2)の条件について考えよう. Xから X̂への写像 ιを

ι(x) = x (x ∈ X)

により定める. Xは自然に X̂の部分集合とみなすことができるので, ιはXから X̂への包含写
像に他ならない. このとき, 次がなりたつ.

定理 ιは埋め込み.

証明 ιの定義より, ιはXから ι(X)への全単射を定める.

次に, O ∈ Ôとすると,

ι−1(O ∩X) = O ∩X

∈ O.

すなわち, ι−1(O ∩X) ∈ O. よって, ιはXから ι(X)への連続写像を定める.

逆に, O ∈ Oとすると,

ι(O) = O ∩X.

よって, Ôおよび相対位相の定義より, ι(O)は ι(X)の開集合. したがって, ιの値域を ι(X)へ制
限して得られるXから ι(X)への写像の逆写像は連続.

以上より, ιは埋め込み. □

上の定義の (3)の条件については, 次がなりたつ.
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定理 次の (1), (2)は同値.

(1) ι(X)は X̂において稠密.

(2) Xはコンパクトではない.

証明 X̂の空でない部分集合Oに対して,

O ∩X = ∅

となるのは, O = {∞}のとき. また, {∞}が X̂の開集合となるのは Ôの定義より, Xがコンパ
クトのとき. よって, (1)と (2)は同値. □

以上より, 次のように定める.

定義 Xをコンパクトでない位相空間とし, X̂を上のように定めて得られる位相空間とする. こ
のとき, X̂をXの一点コンパクト化またはAlexandrovのコンパクト化という.

更に, X̂がHausdorffになるための条件について述べよう.

定理 次の (1), (2)は同値.

(1) Xは局所コンパクトHausdorff.

(2) X̂はHausdorff.

証明 (1) ⇒ (2): XはHausdorffだから, x ∈ Xと∞が開集合により分離されることを示せば
よい. Xは局所コンパクトだから, Xにおける xのコンパクトな近傍 U が存在する. このとき,

x ∈ U i. 一方, XはHausdorffだから, U はXの閉集合. よって, Ôの定義より, (X \ U) ∪ {∞}
は {∞}を含む X̂の開集合. 更に,

U i ∩ ((X \ U) ∪ {∞}) = ∅.

したがって, x ∈ Xと∞は開集合により分離される.

(2) ⇒ (1): X̂はコンパクトHausdorffだから, X̂は局所コンパクトHausdorff. 更に, Xは X̂の
開集合だから, Xは局所コンパクトHausdorff. □

注意 Xが局所コンパクトHausdorffなとき, Xのコンパクト化となり, Hausdorffとなる X̂の
位相は Ôのみであることが分かる.

例 Sn ⊂ Rn+1を
Sn = {y ∈ Rn+1|∥y∥ = 1}

により定める. Snを n次元単位球面という. 特に, n = 1のときは S1は原点中心, 半径 1の円で
ある. 定義より, SnはRn+1の有界閉集合であるから, Snはコンパクトである.

x ∈ Rnに対して, Rn+1の 2点 (x, 0)と (0, 1)を通る直線が Snと交わる点を f(x)とおくと, f

はRnから Snへの写像を定める. このとき,

f(Sn) = Sn \ {(0, 1)}

で, SnはRnの一点コンパクト化と同相となることが分かる. 特に, 無限遠点∞は (0, 1)に対応
する. (0, 1)を北極, f の値域を Sn \ {(0, 1)}へ制限して得られるRnから Sn \ {(0, 1)}への写像
の逆写像を北極を中心とする立体射影という.
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問題 11

1. 連結空間のコンパクト化は連結であることを示せ.

2. X, Y をコンパクトでない位相空間, f をXから Y への同相写像とする. このとき, Xの一点
コンパクト化 X̂から Y の一点コンパクト化 Ŷ への写像 f̃ を

f̃(x) =

{
f(x) (x ∈ X),

∞Y (x = ∞X)

により定める. ただし, ∞X , ∞Y はそれぞれ X̂, Ŷ の無限遠点である. f̃ は同相写像であるこ
とを示せ.

3. x ∈ Rnに対して, Rn+1の 2点 (x, 0)と (0, 1)を通る直線が n次元単位球面 Snと交わる点を
f(x)とおく.

(1) f(x)を xの式で表せ.

(2) pを北極を中心とする立体射影とする. y ∈ Sn \ {(0, 1)}を

y = (y1, y2, . . . , yn+1)

と表すとき, p(y)を y1, y2, . . . , yn+1の式で表せ.

4. x, y ∈ Snに対して, y = ±xであるとき, x ∼ yと表す.

(1) ∼は Sn上の同値関係であることを示せ. Snの∼による商集合をRP nと表し, n次元実
射影空間という.

(2) πを SnからRP nへの自然な射影とし, RP nの商位相を考える. RP nはコンパクトであ
ることを示せ. なお, (RP n, π)はRnのコンパクト化となることが分かる.
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問題 11の解答
1. Xを連結空間, (X̂, ι)をXのコンパクト化とする. X̂の開集合 U , V に対して,

X̂ = U ∪ V, U ∩ V = ∅

がなりたつとする. 相対位相の定義より, ι(X) ∩ U , ι(X) ∩ V は X̂の部分空間 ι(X)の開集
合で,

ι(X) = (ι(X) ∩ U) ∪ (ι(X) ∩ V ), (ι(X) ∩ U) ∩ (ι(X) ∩ V ) = ∅.

Xは連結だから, コンパクト化の定義より, ι(X)は連結. よって,

ι(X) ∩ U = ∅

または
ι(X) ∩ V = ∅.

このとき, 前者がなりたつとしてよい. U ̸= ∅であると仮定すると, U の内点が存在する. コ
ンパクト化の定義より, ι(X)はXにおいて稠密だから, これは矛盾. したがって, U = ∅だ
から, X̂は連結. すなわち, 連結空間のコンパクト化は連結.

2. f は全単射だから, f̃ の定義より, f̃ は全単射. 更に, f は同相写像だから, f̃ が連続であるこ
とを示せばよい.

Oを Ŷ の開集合とする. Ŷ の位相の定義より, Oは Y の開集合, または∞Y ∈ Oかつ Ŷ \O
は Y のコンパクト閉集合.

Oが Y の開集合のとき, f は連続だから, f̃−1(O) = f−1(O)はXの開集合.

∞Y ∈ Oかつ Ŷ \Oが Y のコンパクト閉集合のとき,

f̃−1(O) = f̃−1({∞Y } ∪ (O ∩ Y ))

= f̃−1({∞Y }) ∪ f̃−1(O ∩ Y )

= {∞X} ∪ f−1(O ∩ Y ).

よって, ∞X ∈ f̃−1(O). 更に,

X̂ \ f̃−1(O) = X \ f−1(O ∩ Y )

= f−1(Y ) \ f−1(O ∩ Y )

= f−1(Y \ (O ∩ Y ))

= f−1(Ŷ \O).

ここで, f は同相写像だから, f−1(Ŷ \O)はXのコンパクト閉集合. したがって, f̃−1(O)は
X̂の開集合.

以上より, f̃ は連続.

3. (1) (x, 0)と (0, 1)を通る直線の方程式は

y = t((x, 0)− (0, 1)) + (0, 1) (t ∈ R),

すなわち
y = (tx, 1− t)
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と表すことができる. これを Snを定義する式に代入すると,

∥tx∥2 + (1− t)2 = 1.

これを解くと,

t = 0,
2

∥x∥2 + 1
.

t = 0のとき, f(x) = (0, 1)となるから, t ̸= 0. よって,

t =
2

∥x∥2 + 1
.

したがって,

f(x) =

(
2

∥x∥2 + 1
· x, 1− 2

∥x∥2 + 1

)
=

(
2x

∥x∥2 + 1
,
∥x∥2 − 1

∥x∥2 + 1

)
.

(2) まず,

p(y) = (x1, x2, . . . , xn)

とおく. 北極を中心とする立体射影の定義と (1)より,

yi =
2xi

∥x∥2 + 1
(i = 1, 2, . . . , n), yn+1 =

∥x∥2 − 1

∥x∥2 + 1
.

よって,

∥x∥2 = 1 + yn+1

1− yn+1

.

更に,

xi =
1

2

(
∥x∥2 + 1

)
yi

=
yi

1− yn+1

.

したがって,

p(y) =

(
y1

1− yn+1

,
y2

1− yn+1

, . . . ,
yn

1− yn+1

)
.

4. (1) x, y, z ∈ Snとする.

まず, x = xだから, x ∼ x. よって, ∼は反射律をみたす.

次に, x ∼ yとすると, x = ±y. よって, y = ±xだから, y ∼ x. したがって, ∼は対称
律をみたす.

更に, x ∼ y, y ∼ zとする. x ∼ yより, x = ±y. また, y ∼ zより, y = ±z. よって,

x = ±zだから, x ∼ z. したがって, ∼は推移律をみたす.

以上より, ∼は Sn上の同値関係.

(2) 商位相の定義より, πは連続な全射. また, Snはコンパクト. よって, π(Sn) = RP nはコ
ンパクト.


