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§12. 極値問題
ここでは, 多変数の実数値関数の極大値, 極小値を求める問題, すなわち極値問題について述

べよう.

まず, 偏微分可能な関数の定義域の内部において極値をあたえる点の候補は, 次の定理を用い
ることにより絞り込むことができる. 証明は 1変数の場合に帰着させれればよい.

定理 12.1 U をRnの開集合, f を U で定義された実数値関数とし, p ∈ U とする. f が pで極
値をとるならば,

∂f

∂x1

(p) =
∂f

∂x2

(p) = · · · = ∂f

∂xn

(p) = 0.

§6において扱ったことより, 定理 12.1に現れた条件は簡単に

f ′(p) = 0, (df)p = 0, (Jf)(p) = 0

の何れかによって表すこともできる. また, このような条件をみたす pを f の停留点という.

停留点は必ずしも極値をあたえるとは限らない. そこで, 次にRnの開集合で定義された C2

級の実数値関数の極値問題を扱い, 極大, 極小は狭い意味で考えよう. 例えば, Rnの開集合 U

で定義された実数値関数 f が p ∈ U で極大であるとは, U に含まれる pのある近傍 V が存在し,

x ∈ V , x ̸= pならば f(p) > f(x)がなりたつこととする. このような状況の下では, 定理 12.1で
求めた極値をあたえる点の候補が実際に極値をあたえるかどうかを判定する便利な十分条件が
知られている. その背景となるものは Taylorの定理と §11において扱った 2次形式である. な
お, ここではRnは n個の実数を横に並べたもの全体の集合として表しておく.

定理 12.2 (Taylorの定理) U をRnの開集合, f を U で定義された Ck級の実数値関数とし,

x ∈ U , h ∈ Rnとする. xと x + hを結ぶ線分が U に含まれるとき, 0 < θ < 1をみたす θ ∈ R

が存在し,

f(x+ h) = f(x) +
k−1∑
m=1

1

m!

n∑
i1,i2,...,im=1

∂mf

∂xi1∂xi2 · · · ∂xim

(x)hi1hi2 · · ·him

+
1

k!

n∑
i1,i2,...,ik=1

∂kf

∂xi1∂xi2 · · · ∂xik

(x+ θh)hi1hi2 · · ·hik .

ただし,

h = (h1, h2, . . . , hn).

問 12.1 次の (1)～(3)の等式を示せ.

(1)
∞∑
n=0

1

n!
= e. (exに対するMaclaurin展開を用いる.)

(2)
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
= log 2. (log(1− x)に対するMaclaurin展開を用いる.)

(3)
∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
=

π

4
. (tan−1 xに対するMaclaurin展開を用いる.)

U をRnの開集合, f をU で定義されたC2級の実数値関数とし, p ∈ U とする. f が pで極値
をとるとき, 定理 12.2において k = 2とし, 定理 12.1を用いると,

f(p+ h)− f(p) =
1

2

n∑
i,j=1

∂2f

∂xi∂xj

(p+ θh)hihj
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となり, この式の右辺は θ = 0としてしまえば, 2次形式である. そこで, U で定義された n次の
実対称行列に値をとる関数Hf を

Hf (x) =



∂2f

∂x2
1

∂2f

∂x1∂x2

· · · ∂2f

∂x1∂xn

∂2f

∂x2∂x1

∂2f

∂x2
2

· · · ∂2f

∂x2∂xn
...

...
. . .

...

∂2f

∂xn∂x1

∂2f

∂xn∂x2

· · · ∂2f

∂x2
n


(x ∈ Rn)

により定める. f がC2級であることより, i, j = 1, 2, . . . , nに対して

∂2f

∂xi∂xj

=
∂2f

∂xj∂xi

がなりたつことに注意しよう. Hf を f のHesse行列という.

まず, 2次形式の極値問題を考えよう. Aを n次の実対称行列とし, Rn上の 2次形式 qを

q(x) = xAtx (x ∈ Rn)

により定める. このとき, 次がなりたつ. 定理 11.2も思い出すとよい.

定理 12.3 次の (1)～(5)は同値.

(1) qは x = 0で最小値 0をとる.

(2) qは x = 0で極小値 0をとる.

(3) qは正定値.

(4) Aの固有値はすべて正.

(5) A = (aij)とし, k = 1, 2, . . . , nに対して,

Dk =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1k
a21 a22 · · · a2k
...

...
. . .

...

ak1 ak2 · · · akk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
とおくと, Dk > 0.

証明 (1)～(4)の同値性: §11において扱ったことから, ほとんど明らかである.

(3) ⇒ (5): まず, (3)と (4)は同値だから,

Dn > 0.

次に, Rnの部分空間Wkを

Wk = {(x1, . . . , xk, 0, . . . , 0)|x1, · · · , xk ∈ R}

により定める. 仮定より, qのWkへの制限はWk上の正定値な 2次形式を定める. よって, 上と
同様に,

Dk > 0.
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(5) ⇒ (3): nに関する数学的帰納法により示すことができる. □
定理 12.3において, DkをAの主小行列式という.

Aが負定値であることと−Aが正定値であることは同値であるから, 定理 12.3より, 次がな
りたつ.

定理 12.4 次の (1)～(5)は同値.

(1) qは x = 0で最大値 0をとる.

(2) qは x = 0で極大値 0をとる.

(3) qは負定値.

(4) Aの固有値はすべて負.

(5) 任意の k = 1, 2, . . . , nに対して, (−1)kDk > 0.

定理 12.3, 定理 12.4を用いると, 次がなりたつことが分かる.

定理 12.5 U をRnの開集合, f を U で定義された C2級の実数値関数とし, p ∈ U とする. ま
た, k = 1, 2, . . . , nに対して, DkをHesse行列Hf の主小行列式とする. pが

∂f

∂x1

(p) =
∂f

∂x2

(p) = · · · = ∂f

∂xn

(p) = 0

をみたすならば, 次の (1)～(3)がなりたつ.

(1) 各 k = 1, 2, . . . , nに対してDk(p) > 0ならば, f は pで極小.

(2) 各 k = 1, 2, . . . , nに対して (−1)kDk(p) > 0ならば, f は pで極大.

(3) Dn(p) ̸= 0で, (1), (2) の場合でないならば, f は pで極値をとらない.

なお, Hesse行列の行列式はHesse行列式またはHessianともいう.

例 12.1 R2で定義された実数値関数 f を

f(x, y) = x2 + x2y + y2 ((x, y) ∈ R2)

により定める.

このとき,
∂f

∂x
= 2x+ 2xy,

∂f

∂y
= x2 + 2y.

よって,
∂f

∂x
(x, y) =

∂f

∂x
(x, y) = 0

とすると,

(x, y) = (0, 0), (±
√
2,−1).

ここで,
∂2f

∂x2
= 2 + 2y,

∂2f

∂x∂y
= 2x,

∂2f

∂y2
= 2.

(0, 0)におけるHessianは

(2 + 2 · 0) · 2− (2 · 0)2 = 4 > 0.

また,
∂2f

∂x2
(0, 0) = 2 > 0.
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したがって, f は (0, 0)で極小値 f(0, 0) = 0をとる.

(
√
2,−1)におけるHessianは

{2 + 2 · (−1)} · 2− (2
√
2)2 = −8 < 0.

したがって, f は (
√
2,−1)で極値をとらない.

同様に, f は (−
√
2,−1)で極値をとらない.

問 12.2 次の (1), (2)により定められた実数値関数 f の極値を調べよ.

(1) f(x, y) = x3 − 3xy + y3 ((x, y) ∈ R2). ((1, 1)で極小値−1)

(2) f(x, y) = x2y + xy2 ((x, y) ∈ R2). (極値をとらない.)

最後に, 条件付き極値問題について述べよう. 条件付き極値問題の極値をあたえる点の候補は
Lagrangeの未定乗数法を用いて求めることができる. 証明には陰関数定理が用いられる.

定理 12.6 (Lagrangeの未定乗数法) U をRnの開集合, f を U で定義された C1級の実数値
関数, gをUで定義されたRmに値をとるベクトル値関数とし, p ∈ Uとする. fが条件 g = 0の
下で pで極値をとるならば, 次の (1), (2)の何れかがなりたつ.

(1) U ×Rmで定義された実数値関数Φを
Φ(x, λ) = f(x)− g(x)tλ (x ∈ U, λ ∈ Rm)

により定めると, ある λ0 ∈ Rmが存在し, Φ′(p, λ0) = 0.

(2) rankΦ′(p, λ0) < m.

定理 12.6において, (1)に現れた λを Lagrangeの未定乗数という. また, (1)の条件は

∂f

∂x1

(p)− ∂g

∂x1

(p)tλ0 = · · · = ∂f

∂xn

(p)− ∂g

∂xn

(p)tλ0 = g(p) = 0

と同値である.

Lagrangeの未定乗数法を用いて求めた極値をあたえる点の候補が実際に極値をあたえるかど
うかを判定するには更なる考察が必要である. 比較的容易なのは条件をみたす点全体の集合が
Euclid空間の有界閉集合となる場合である. それは次がなりたつからである.

定理 12.7 Euclid空間の有界閉集合で連続な実数値関数は最大値および最小値をもつ.

問 12.3 a, b > 0とし, 楕円 {
(x, y) ∈ R2

∣∣∣∣x2

a2
+

y2

b2
= 1

}
を考える.

(1) a > b > 0のとき, この楕円上における関数 x2 + y2の最大値および最小値を Lagrangeの未
定乗数法を用いて求めよ. (最大値 a2, 最小値 b2)

(2) (l,m) ̸= (0, 0)とする. この楕円上における関数 lx+myの最大値および最小値を Lagrange

の未定乗数法を用いて求めよ. (最大値
√
a2l2 + b2m2, 最小値−

√
a2l2 + b2m2)

問 12.4 (a, b) ̸= (0, 0), c ∈ Rとし, 平面上の直線 lを

l = {(x, y) ∈ R2|ax+ by + c = 0}

により定める. P(x0, y0) ∈ R2とすると, Pと l上の点の距離の中で最小のものが存在し, これを
Pと lの距離という. Pと lの距離を Lagrangeの未定乗数法を用いて求めよ. ( |ax0+by0+c|√

a2+b2
)


