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§12. 行列の正則関数
多項式に対しては変数に正方行列を代入することにより, 行列多項式という新たな正方行列

を定義することができるが, 正則関数の変数に正方行列を代入するようなことは可能であろう
か. §4において扱ったように, 指数関数に対しては行列の指数関数を定義することができるが,

一般の正則関数に対しては収束の問題があるため, 単純に変数に正方行列を代入することはで
きないことが分かる. しかし, §9において扱ったCauchyの積分公式を用いることにより, 行列
の正則関数というものを定義することが可能となる.

A ∈ Mn(C)とし, Dを境界が有限個の区分的にC1級の平面曲線の和集合となるCの有界な
領域で, σ(A) ⊂ D, すなわちAのすべての固有値を含むものとする. 更に, f をD ∪ ∂Dを含む
領域で正則な複素関数とする. このとき, f(A) ∈ Mn(C)を

f(A) =
1

2πi

∫
∂D

f(z)R(z)dz

により定める. ただし, R(z)はAのレゾルベントである. Cauchyの積分定理より, Dが上の条
件をみたす限り, f(A)はDの選び方に依存しないことが分かる.

λ1, λ2, . . . , λrをAのすべての互いに異なる固有値とする. また, j = 1, 2, . . . , rとし, kj を固
有値λjの標数とする. 更に, P1, P2, . . . , PrをAによるCnの直和分解に対応する射影とする. こ
のとき, 次がなりたつ.

定理 12.1 f(A) =
r∑

j=1

kj−1∑
m=0

f (m)(λj)

m!
(A− λjE)mPj.

証明 D1, D2, . . . , Dr をDに含まれる互いに交わらないCの有界な領域で, j = 1, 2, . . . , rに
対して, ∂Djは λjを中心とする円となるものとする. このとき, Cauchyの積分定理および定理
11.2より,

f(A) =
r∑

j=1

1

2πi

∫
∂Dj

f(z)R(z)dz

=
r∑

l=1

1

2πi

∫
∂Dl

f(z)
r∑

j=1

kj−1∑
m=0

1

(z − λj)m+1
(A− λjE)mPjdz.

ここで, λj ∈ Djであることに注意すると, Cauchyの積分定理および定理 9.3より,

1

2πi

∫
∂Dl

f(z)

(z − λj)m+1
dz =


f (m)(λj)

m!
(l = j),

0 (l ̸= j).

よって, f(A)は上のように表される. □

定理 12.1より, 直ちに次がなりたつ.

定理 12.2 多項式 g(t)が j = 1, 2, . . . , rおよびm = 0, 1, 2, . . . , kj − 1に対して,

g(m)(λj) = f (m)(λj)

をみたすならば,

f(A) = g(A).
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例 12.1 (Sylvesterの公式) A ∈ Mn(C)が対角化可能であるとし, λ1, λ2, . . . , λrをAの互い
に異なる固有値とする. このとき, 注意 10.3より, 各固有値の標数はすべて 1である. また, f を
σ(A)を含むCの領域で正則な複素関数とする. ここで, 多項式 g(t)を

g(t) =
r∑

l=1

f(λl)
r∏

p=1
p ̸= l

(t− λp)

(λl − λp)

により定めると,

g(λj) = f(λj) (j = 1, 2, . . . , r).

よって, 定理 12.2より,

f(A) = g(A).

問 12.1 lを 0以上の整数とし,

f(z) = zl (z ∈ C)

とおく.

(1) 定理 12.1の右辺を計算することにより, f(A)を求めよ. (Al)

(2) R(z)の Laurent展開を用いることにより, f(A)を求めよ. (問 11.5を思い出す.)

問 12.2 Aを正則行列とし,

f(z) =
1

z
(z ∈ C \ {0})

とおく. 定理 12.1の右辺を計算することにより, f(A)を求めよ. (A−1)

問 12.3 A ∈ Mn(C)とし, λ1, λ2, . . . , λrをAのすべての互いに異なる固有値とする. また, j =

1, 2, . . . , rとし, kjを固有値 λjの標数とする. 更に, P1, P2, . . . , PrをAによるCnの直和分解に
対応する射影とする.

(1) Jordan分解を用いることにより, expAをA, λ1, λ2, . . . , λr, k1, k2, . . . , kr, P1, P2, . . . , Pr を
用いて表せ. (

∑r
j=0 e

λj
∑kj−1

m=0
1
m!
(A− λjE)mPj)

(2) 定理 12.1において,

f(z) = ez (z ∈ C)

のとき, 右辺を計算することにより, f(A)を求めよ. (expA)

問 12.4 A =

 λ 1 0

0 λ 1

0 0 λ

とおき, f を λを含むCの領域で正則な複素関数とする. f(A)を

求めよ. (

 f(λ) f ′(λ) f ′′(λ)

0 f(λ) f ′(λ)

0 0 f(λ)

)

行列の正則関数は次のように表すこともできる.

定理 12.3 A ∈ Mn(C)の Jordan分解を

A = S +N

とし, f を σ(A)を含むCの領域で正則な複素関数とする. このとき,

f(A) =
n−1∑
m=0

f (m)(S)

m!
Nm.
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証明 Sのスペクトル分解を

S = λ1P1 + λ2P2 + · · ·+ λrPr

と表しておく. f (m)は σ(A)を含むCの領域で正則となるから, 定理 12.1より,

f (m)(S) =
r∑

j=1

f (m)(λj)Pj.

また, 射影の性質を用いると,

N = A− S

= A

r∑
l=1

Pl −
r∑

l=1

λlPl

=
r∑

l=1

(A− λlE)Pl

Aと Plは可換であることに注意し, 射影の性質を用いると,

PjN
m = NmPj

=

{
r∑

l=1

(A− λlE)mPl

}
Pj

= (A− λjE)mPj.

更に, 標数の定義より,

Nkj = Nkj+1 = · · · = Nn = O.

よって, 定理 12.1より,

f(A) =
r∑

j=1

kj−1∑
m=0

f (m)(λj)

m!
(A− λjE)mPj

=

kj−1∑
m=0

r∑
j=1

f (m)(λj)

m!
PjN

m

=
n−1∑
m=0

r∑
j=1

f (m)(S)

m!
Nm.

□

R > 0とし, f が収束半径Rの巾級数を用いて

f(z) =
∞∑

m=0

am(z − z0)
m (z ∈ C, |z − z0| < R)

と表される場合について, 簡単に述べておこう. このとき, 次がなりたつことが分かる.

定理 12.4 次の (1), (2)がなりたつ.
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(1) σ(A)が f の収束円に含まれるならば,

f(A) =
∞∑

m=0

am(A− z0E)m.

(2) |λ− z0| > Rとなる λ ∈ σ(A)が存在するならば, (1)の式の右辺は収束しない.

例 12.2 指数関数

ez =
∞∑

m=0

1

m!
zm

において, 右辺の収束半径は+∞だから, 定理 12.4より, 問 12.3の (2)の f(A)は expAとなる.

最後に, 行列の正則関数のスペクトルについて考えよう. まず, A,P ∈ Mn(C)とし, P は正則
であるとする.

問 12.5 等式
σ(A) = σ(P−1AP )

を示せ. (一方の固有値がもう一方の固有値となることを示す.)

また, fをσ(A)を含むCの領域で正則な複素関数とする. 問12.5より, f(A)およびf(P−1AP )

を考えることができるが, 実は次がなりたつ.

定理 12.5 f(P−1AP ) = P−1f(A)P .

証明 境界が有限個の区分的にC1級の平面曲線の和集合となるCの有界な領域DをfがD∪∂D
を含む領域で正則となるように選んでおくと,

f(P−1AP ) =
1

2πi

∫
∂D

f(z)(zE − P−1AP )−1dz

=
1

2πi

∫
∂D

f(z)P−1(zE − A)−1Pdz

= P−1

(
1

2πi

∫
∂D

f(z)(zE − A)−1dz

)
P

= P−1f(A)P.

□

行列の正則関数のスペクトルは元の行列のスペクトルの正則関数による像に一致する. すな
わち, 次がなりたつ. 行列の指数関数の場合については, 問 4.8も思い出すとよい.

定理 12.6 (Frobeniusの定理) σ(f(A)) = f(σ(A)).

証明 定理 12.5より, Aが上三角行列の場合に示せばよい. このとき, j = 1, 2, . . . , nとし, Aの

(j, j)成分を λjとおくと, R(z)は (j, j)成分が 1

z − λj

の上三角行列となる. よって, Dを定理

12.5の証明のように選んでおくと, Cauchyの積分公式より, f(A)は (j, j)成分が f(λj)の上三
角行列となる. したがって,

σ(f(A)) = {f(λ1), f(λ2), . . . , f(λn)}
= f(σ(A)).

□


