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§9. Cauchyの積分公式
まず, 複素数平面上の曲線とその曲線上で定義された複素関数に対して, §8において定めたも

のとは異なる複素線積分を定義しておこう.

定義 9.1 C上の曲線
γ : [a, b] → C

および γの像で連続な複素関数 f に対して∫
γ

f(z)|dz| =
∫ b

a

f(γ(t))|γ′(t)|dt

とおき, これを f の γ上の弧長に関する複素線積分という.

注意 9.1 定義 9.1において, CをR2と同一視しておくと,

|γ′(t)| = ∥γ′(t)∥

だから, 定義 5.2より, ∫
γ

f(z)|dz| =
∫
γ

fds

と表すことができる. 特に,

∫
γ

|dz|は γの長さである.

問 9.1 C上の曲線
γ1, γ2, γ3 : [0, 1] → C

を
γ1(t) = t, γ2(t) = 1 + it, γ3(t) = (1 + i)(1− t) (t ∈ [0, 1])

により定める.

(1)

∫
γ1

z|dz|の値を求めよ. (1
2
)

(2)

∫
γ2

z|dz|の値を求めよ. (1 + 1
2
i)

(3)

∫
γ3

z|dz|の値を求めよ. (
√
2
2
(1 + i))

§8において扱った複素線積分は弧長に関する複素線積分で上から評価することができる.

定理 9.1 γを有界閉区間で定義されたC上の向き付けられた曲線, f を γの像で連続な複素関
数とする. このとき, ∣∣∣∣∫

γ

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ ∫
γ

|f(z)||dz|.

証明 極形式を用いて, ∫
γ

f(z)dz = reiθ

と表しておき, γが
γ : [a, b] → C, 向き t : a → b
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と表される場合を考える. このとき,∣∣∣∣∫
γ

f(z)dz

∣∣∣∣ = e−iθ

∫ b

a

f(γ(t))γ′(t)dt

= Re

(
e−iθ

∫ b

a

f(γ(t))γ′(t)dt

)
=

∫ b

a

Re
(
e−iθf(γ(t))γ′(t)

)
dt

≤
∫ b

a

|f(γ(t))||γ′(t)|dt

=

∫
γ

|f(z)||dz|.

よって, あたえられた不等式がなりたつ.

γの向きが上とは逆の場合も同様に計算することができる. □
§8において扱った Cauchyの積分定理を用いることにより, 正則関数は複素線積分を用いて

表されることが分かる.

定理 9.2 (Cauchyの積分公式) Dを境界が有限個の区分的に C1級の平面曲線の和集合とな
るCの有界な領域とし, f をD ∪ ∂Dを含む領域で正則な複素関数とする. このとき,

f(z) =
1

2πi

∫
∂D

f(ζ)

ζ − z
dζ (z ∈ D).

証明 a ∈ Dを固定しておく. ρ > 0に対して, 中心 a, 半径 ρの向き付けられた円

γρ : [0, 2π] → C, 向き t : 0 → 2π

を
γρ(t) = a+ ρeit (t ∈ [0, 2π])

により定め, 更に γρの像がDに含まれるように ρを十分小さく選んでおく. γρの向きに注意

すると, ζの関数 f(ζ)

ζ − a
は ∂Dおよび γ̄ρで囲まれた領域で正則で, Cauchyの積分定理より,∫

∂D

f(ζ)

ζ − a
dζ +

∫
γ̄ρ

f(ζ)

ζ − a
dζ = 0.

よって, 注意 7.1および問 8.2より,∫
∂D

f(ζ)

ζ − a
dζ = −

∫
γ̄ρ

f(ζ)

ζ − a
dζ

=

∫
γρ

f(ζ)

ζ − a
dζ

=

∫
γρ

f(a)

ζ − a
dζ +

∫
γρ

f(ζ)− f(a)

ζ − a
dζ

= 2πif(a) +

∫
γρ

f(ζ)− f(a)

ζ − a
dζ.

ここで,

M(ρ) = max{|f(ζ)− f(a)||ζ − a| = ρ}
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とおくと, 定理 9.1および定理 2.1より,∣∣∣∣∣
∫
γρ

f(ζ)− f(a)

ζ − a
dζ

∣∣∣∣∣ ≤
∫
γρ

∣∣∣∣f(ζ)− f(a)

ζ − a

∣∣∣∣ |dζ|
≤
∫
γρ

M(ρ)

ρ
|dζ|

= 2πM(ρ) → 0 (ρ → +0).

したがって,

lim
ρ→+0

∫
γρ

f(ζ)− f(a)

ζ − a
dζ = 0

だから, ∫
∂D

f(ζ)

ζ − a
dζ = 2πif(a).

aを zと置き替えることにより, あたえらえた等式が得られる. □

例 9.1 問 8.5を思い出そう. C上の向き付けられた円

γ1, γ2, γ3 : [0, 2π] → C, 向き t : 0 → 2π

を
γ1(t) = 2eit, γ2(t) = 1 + eit, γ3(t) = −1 + eit (t ∈ [0, 2π])

により定め, 3つの複素線積分

(1)

∫
γ1

1

z2 − 1
dz (2)

∫
γ2

1

z2 − 1
dz (3)

∫
γ3

1

z2 − 1
dz

の値を求めたのであった.

(2), (3)はCauchyの積分公式を用いて計算することもできる. 例えば,

f(z) =
1

z + 1

とおき, γ2で囲まれた有界な領域をDとすると, f はD ∪ ∂Dを含むある領域で正則となるか
ら, Cauchyの積分公式より, ∫

γ2

1

z2 − 1
dz =

∫
γ2

f(z)

z − 1
dz

= 2πif(1)

= πi.

問 9.2 例 9.1において, (3)をCauchyの積分公式を用いて計算せよ. (f(z) = 1
z−1
とおく.)

問 9.3 C上の向き付けられた曲線 γを次の (1)～(6)により定めるとき,
1

2πi

∫
γ

1

z4 − 1
dzの値

を求めよ.

(1) γ(t) = 1 + 1
2
eit (t ∈ [0, 2π]), 向き t : 0 → 2π. (1

4
)

(2) γ(t) = i+ 1
2
eit (t ∈ [0, 2π]), 向き t : 0 → 2π. ( i

4
)

(3) γ(t) = −1 + 1
2
eit (t ∈ [0, 2π]), 向き t : 0 → 2π. (−1

4
)
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(4) γ(t) = −i+ 1
2
eit (t ∈ [0, 2π]), 向き t : 0 → 2π. (− i

4
)

(5) γ(t) = 2eit (t ∈ [0, 2π]), 向き t : 0 → 2π. (0)

(6) γ(t) = 1
2
eit (t ∈ [0, 2π]), 向き t : 0 → 2π. (0)

§2において, 巾級数を用いて表される複素関数は収束円上で正則で, 何回でも微分可能である
ことを述べた. 逆に, Cauchyの積分公式を用いることにより, 正則関数は巾級数を用いて表さ
れることが分かる. 特に, 正則関数は何回でも微分可能である.

定理 9.3 f をCの開集合Dで正則な複素関数とする. a ∈ D, r > 0に対して, 中心 a, 半径 r

の向き付けられた円
γ : [0, 2π] → C, 向き t : 0 → 2π

を
γ(t) = a+ reit (t ∈ [0, 2π])

により定め, γの像および γで囲まれた有界な領域がDに含まれるように rを十分小さく選ん
でおく. z ∈ D, |z − a| < r, 0 < ρ < rとし, 中心 a, 半径 ρの向き付けられた円

γρ : [0, 2π] → C, 向き t : 0 → 2π

を
γρ(t) = a+ ρeit (t ∈ [0, 2π])

により定めると,

f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − a)n.

ただし,

cn =
1

2πa

∫
γρ

f(ζ)

(ζ − a)n+1
dζ =

1

n!
f (n)(a).

証明 簡単のため, a = 0の場合のみ示す.

z ∈ D, |z| < ρとすると, Cauchyの積分公式および問 2.9より,

f(z) =
1

2πi

∫
γρ

f(ζ)

ζ − z
dζ

=
1

2πi

∫
γρ

f(ζ)

ζ

1

1− z

ζ

dζ

=
1

2πi

∫
γρ

f(ζ)

ζ

∞∑
n=0

(
z

ζ

)n

dζ

=
∞∑
n=0

(
1

2πi

∫
γρ

f(ζ)

ζn+1
dζ

)
zn.

更に, 定理 2.5より,

cn =
1

n!
f (n)(a).

□


