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§10. 置換
§9の後半ではトレースについて述べたが, 線形変換に対して定められる固有の量は他にも考

えることができる. 行列式はその 1つであるが, ここでは行列式を定義するための準備として,

置換について述べよう.

n ∈ Nに対して, 1から nまでの自然数全体の集合をXnとおく. すなわち,

Xn = {1, 2, . . . , n}

である. このとき, XnからXnへの全単射を n文字の置換という. 要するに, n文字の置換とは
n個の数 1, 2, . . . , nの並べ替えのことである. n文字の置換全体の集合を Snと表す.

問 10.1 Snの元の個数を nの式で表せ.

σ ∈ Snによって, 1, 2, . . . , nが k1, k2, . . . , kn と並べ替えられるとき, すなわち,

σ(i) = ki (i = 1, 2, . . . , n)

のとき,

σ =

(
1 2 · · · n

k1 k2 · · · kn

)
と表す. 上の式の右辺は 2× n行列を表しているのではないことに注意しよう.

例 10.1 (恒等置換) 恒等写像 1X ∈ Snは εとも表し, 恒等置換または単位置換ともいう. すな
わち,

ε =

(
1 2 · · · n

1 2 · · · n

)
である.

なお, 上のように置換を表す際には, 並べ替えた後の数字が並べ替える前の数字の真下に書い
てさえあればよく, 幾つかの数字が変わらないときは, 変わらない部分を省略して書くことも
ある.

例 10.2 1, 2, 3, 4を 4, 2, 1, 3と並べ替える 4文字の置換は(
1 2 3 4

4 2 1 3

)
=

(
2 1 4 3

2 4 3 1

)
=

(
1 4 3

4 3 1

)

等と表すことができる.

問 10.2 1, 2, 3, 4を 1, 4, 3, 2と並べ替える 4文字の置換を例 10.2のように 3通りの方法で
表せ.

全単射と全単射の合成は全単射であるから, σ, τ ∈ Snとすると, σ ◦ τ ∈ Snである. σ ◦ τ を
στ と表し, σと τ の積という. 特に, 任意の σ ∈ Snに対して, 等式

σε = εσ = σ

がなりたつ. また, 写像の合成は結合律をみたすから, σ, τ, ρ ∈ Snのとき, (στ)ρおよび σ(τρ)は
ともに στρ と書いても構わない.
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例 10.3 σ, τ ∈ Snを

σ =

(
1 2 3 4

4 2 1 3

)
, τ =

(
1 2 3 4

3 4 2 1

)

により定める. このとき,

(στ)(1) = σ(τ(1)) = σ(3) = 1, (στ)(2) = σ(τ(2)) = σ(4) = 3,

(στ)(3) = σ(τ(3)) = σ(2) = 2, (στ)(4) = σ(τ(4)) = σ(1) = 4

である. よって,

στ =

(
1 2 3 4

1 3 2 4

)
=

(
2 3

3 2

)
である.

なお, σ, τ ∈ Snに対して, στ = τσがなりたつとは限らないことにも注意しておこう.

問 10.3 置換 σ, τ を次のように定めるとき, 積 στ および τσを求めよ.

(1) σ =

(
1 2 3

3 1 2

)
, τ =

(
1 2 3

3 2 1

)
.

(2) σ =

(
1 2 3 4

4 1 2 3

)
, τ =

(
1 2 3 4

1 4 3 2

)
.

全単射に対しては逆写像が存在するから, σ ∈ Snとすると, σの逆写像 σ−1 ∈ Sn が存在する.

σ−1を σの逆置換という. すなわち,

σ =

(
1 2 · · · n

k1 k2 · · · kn

)

のとき,

σ−1 =

(
k1 k2 · · · kn
1 2 · · · n

)
であり, σは等式

σσ−1 = σ−1σ = ε

をみたす.

互いに異なる k1, k2, . . . , kr ∈ Xnに対して,(
k1 k2 · · · kr
k2 k3 · · · k1

)
∈ Sn

を
(k1 k2 · · · kr)

と表し, 巡回置換という. 特に, (k1 k2)と表される巡回置換を互換という. このとき, 次がなり
たつことが分かる.

定理 10.1 任意の置換は幾つかの巡回置換の積で表される. 更に, 任意の置換は幾つかの互換
の積で表される.
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証明 後半の主張のみ示す.

前半の主張を用いて, 置換を巡回置換の積で表しておく. 巡回置換 (k1 k2 · · · kr)に対して,

(k1 k2 · · · kr) = (k1 kr)(k1 kr−1) · · · (k1 k3)(k1 k2)

がなりたつから, 任意の置換は幾つかの互換の積で表される. □

σ ∈ Snがm個の互換の積で表されるとき, sgn σ ∈ {±1}を

sgnσ = (−1)m

により定め, これを σの符号という. ただし, sgn ε = 1と約束する. このとき, 次がなりたつこ
とが分かる.

定理 10.2 置換の符号は互換の積の表し方に依存しない.

例 10.4 σ ∈ S7を

σ =

(
1 2 3 4 5 6 7

4 1 5 2 6 7 3

)
により定める. σの定義より,

σ(1) = 4, σ(4) = 2, σ(2) = 1

であるが, これを
1 7→ 4 7→ 2 7→ 1

と表すことにする. このとき,

3 7→ 5 7→ 6 7→ 7 7→ 3

である. よって,

σ = (3 5 6 7)(1 4 2)

= (3 7)(3 6)(3 5)(1 2)(1 4)

である. したがって,

sgnσ = (−1)5

= −1

である.

問 10.4 次の置換 σの符号を求めよ.

(1) σ =

(
1 2 3 4 5 6 7

4 5 1 6 2 7 3

)
.

(2) σ =

(
1 2 3 4 5 6 7

7 4 1 5 2 6 3

)
.

置換の符号の基本的な性質を述べておこう.

定理 10.3 σ, τ ∈ Snとすると, 次の (1), (2)がなりたつ.

(1) sgn (στ) = (sgn σ)(sgn τ).
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(2) sgn (σ−1) = sgn σ.

問 10.5 次の問に答えよ.

(1) 定理 10.3 (1) を示せ.

(2) 定理 10.3 (2) を示せ.

また, 次がなりたつことが分かる.

定理 10.4 σ ∈ Snとすると, 等式

sgn σ =
∏

1≤i<j≤n

σ(j)− σ(i)

j − i

がなりたつ. ただし,
∏
は積を表す記号で,

∏
1≤i<j≤n

は 1 ≤ i < j ≤ nをみたすすべての自然数

i, jについて, 積を考えることを意味する.

問 10.6 積を表す記号として, Πを用いる理由を述べよ.

問 10.7 定理 10.4を用いることにより, 次の σ ∈ S4に対して, sgn σの値を求めよ.

(1) σ =

(
1 2 3 4

2 1 3 4

)
.

(2) σ =

(
1 2 3 4

2 3 1 4

)
.

置換は偶数個の互換の積で表されるとき, 符号が 1となり, 奇数個の互換の積で表されるとき,

符号が−1となる. そこで, σ ∈ Snは sgn σ = 1のとき偶置換, sgnσ = −1のとき奇置換という.

例 10.5 まず,

S1 = {ε}

で, εは偶置換である.

また,

S2 = {ε, (1 2)}

で, εは偶置換, (1 2)は奇置換である.

問 10.8 S3を外延的記法により表し, S3の部分集合で, 偶置換全体からなるもの, 奇置換全体
からなるものをそれぞれ求めよ.

問 10.9 n = 2, 3, 4, . . . のとき, Snの部分集合で, 偶置換全体からなるもの, 奇置換全体からな

るものの元の個数はともに n!

2
であることを示せ.

問 10.10 n変数 x1, x2, . . . , xnの多項式 f および σ ∈ Snに対して, 多項式 fσを

fσ(x1, x2, . . . , xn) = f(xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(n))

により定める. f および σが次の (1), (2)によりあたえられるとき, fσを求めよ.

(1) f(x1, x2, x3, x4) = (x1 − x2)(x3 − x4), σ =

(
1 2 3 4

4 2 1 3

)
∈ S4.

(2) f(x1, x2, x3, x4) = 1 + x1 + x2x3 + x3
4, σ = (1 4 2) ∈ S4.


