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§4. 確率変数と分布
ここでは, 確率論や統計学における基本的用語について, 確率変数とその分布を中心に述べてい
こう.

まず, (Ω,F)を可測空間とする. すなわち, Ωは集合, F はΩの部分集合の集まりで, 次の (1)～
(3)をみたす.

(1) Ω ∈ F .

(2) A ∈ F ならば, Ac ∈ F .

(3) An ∈ F (n ∈ N) ならば,
∞∪
n=1

An ∈ F .

このとき, F をΩ上の σ加法族という.

また, P を (Ω,F)上の確率測度とする. すなわち, P はF で定義された関数で, 次の (1), (2)を
みたす.

(1) 任意のA ∈ F に対して 0 ≤ P (A) ≤ 1で, P (Ω) = 1.

(2) An ∈ F (n ∈ N), An ∩ Am = ∅ (n ̸= m) ならば,

P

(
∞∪
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

P (An) (σ加法性).

このとき, (Ω,F , P )を確率空間という.

定理 (Ω,F , P )を確率空間とすると, 次の (1)～(4)がなりたつ.

(1) A ∈ F ならば, P (Ac) = 1− P (A).

(2) An ∈ F (n ∈ N) ならば, P

(
∞∪
n=1

An

)
≤

∞∑
n=1

P (An) (劣加法性).

(3) An ∈ F , An ⊂ An+1 (n ∈ N) ならば, P

(
∞∪
n=1

An

)
= lim

n→∞
P (An).

(4) An ∈ F , An ⊃ An+1 (n ∈ N) ならば, P

(
∞∩
n=1

An

)
= lim

n→∞
P (An).

簡単のため, Rに値をとる確率変数について述べよう. RのBorel集合族を B(R)と表す. すな
わち, B(R)はRのすべての開集合を含む最小の σ加法族である.

定義 関数
X : Ω → R

はF 可測のとき, すなわち任意のA ∈ B(R)に対して

X−1(A) ∈ F

がなりたつとき, (Ω,F , P )上の確率変数という.

Xを (Ω,F , P )上の確率変数とする. Xが P 可積分のとき,

E[X] =

∫
Ω

X(ω)P (dω)

とおき, E[X]をXの平均値または期待値という.
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XおよびX2が P 可積分のとき,

V (X) =

∫
Ω

(X(ω)− E[X])2P (dω)

とおき, V (X)をXの分散という.

確率空間上の確率変数に対して, 分布という (R,B(R))上の確率測度を定めることができる.

Xを (Ω,F , P )上の確率変数とし, A ∈ B(R)に対して

µX(A) = P (X−1(A))

とおく.

定理 µX は (R,B(R))上の確率測度.

証明 まず, P は確率測度だから, µX の定義より, 任意のA ∈ B(R)に対して

0 ≤ µX(A) ≤ 1.

また,

µX(R) = P (X−1(R))

= P (Ω)

= 1.

次に, An ∈ B(R) (n ∈ N) とし,

En = X−1(An)

とおくと, Xは確率変数だから,

En ∈ F .

更に,

An ∩ Am = ∅ (n ̸= m)

とすると,

En ∩ Em = ∅ (n ̸= m).

P は確率測度だから,

µX

(
∞∪
n=1

An

)
= P

(
X−1

(
∞∪
n=1

An

))

= P

(
∞∪
n=1

En

)

=
∞∑
n=1

P (En)

=
∞∑
n=1

µX(An).

よって, µX は (R,B(R))上の確率測度. □

上の µX をXの分布という.
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確率変数の期待値は分布を用いて表すことができる. より一般的な形で述べると次がなりたつ.

定理 Xを (Ω,F , P )上の確率変数, φをBorel可測関数とする. φ(X)が P 可積分ならば, φは
µX 可積分で,

E[φ(X)] =

∫
R

φ(x)µX(dx).

証明 まず, 確率変数とBorel可測関数の合成は確率変数となることに注意しよう.

φが非負のとき, n ∈ Nに対して

φn =
n2n∑
k=0

k

2n
χφ−1([ k

2n
, k+1
2n ))

とおく. ただし, 集合Aの定義関数を χAと表すことにする.

このとき, φnは非負単関数の単調増加列で,

lim
n→∞

φn(x) = φ(x) (x ∈ R).

よって, φn(X)も非負単調増加の確率変数列で,

lim
n→∞

φn(X(ω)) = φ(X(ω)) (ω ∈ Ω).

ここで,

E(φn(X)) =
n2n∑
k=0

k

2n
P

(
(φ ◦X)−1

([
k

2n
,
k + 1

2n

)))

=
n2n∑
k=0

k

2n
µX

(
φ−1

([
k

2n
,
k + 1

2n

)))
=

∫
R

φn(x)µX(dx).

したがって, n → ∞とすると, 積分の定義より,

E[φ(X)] =

∫
R

φ(x)µX(dx).

φが非負でないときは, φを 2つの非負可測関数の差として表して考えればよい. □

例 Xを (Ω,F , P )上の確率変数, µX をXの分布とする.

Xの期待値が存在すると仮定し, m = E(X)とおくと, 上の定理より,

m =

∫
R

xµX(dx).

更に, X2の期待値が存在すると仮定すると,

V (X) =

∫
R

(x−m)2µX(dx).
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関連事項 4. 確率変数列の収束
確率変数の列に対しては様々な収束の概念が用いられる.

(Ω,F , P )を確率空間, {Xn}∞n=1をΩ上の確率変数列, XをΩ上の確率変数とする.

まず,

P
({

ω ∈ Ω
∣∣∣ lim
n→∞

Xn(ω) = X(ω)
})

= 1

がなりたつとき, {Xn}∞n=1はXに概収束するという. このとき,

Xn → X P -a.s.

などと表す.

次に, 任意の ε > 0に対して

lim
n→∞

P ({ω ∈ Ω ||Xn(ω)−X(ω)| > ε}) = 0

がなりたつとき, {Xn}∞n=1はXに確率収束するという.

{Xn}∞n=1がXに概収束するならば, {Xn}∞n=1はXに確率収束することが分かる. 逆に, {Xn}∞n=1

がXに確率収束するならば, Xに概収束する部分列が存在することが分かる.

更に, p ≥ 1とし, Xn, X ∈ Lp(Ω, P ) (n ∈ N) で,

lim
n→∞

E [|Xn −X|p] = 0

がなりたつとき, {Xn}∞n=1はXに p次平均収束する, または Lp収束するという.

{Xn}∞n=1がXにLp収束するならば, {Xn}∞n=1はXに確率収束する. 実際, 任意の ε > 0に対し
て不等式

εpχ{ω∈Ω||Xn(ω)−X(ω)|>ε} ≤ |Xn −X|p

がなりたつことを用いて, 両辺を積分し, n → ∞とすればよい. 特に, {Xn}∞n=1がXにLp収束
するならば, Xに概収束する部分列が存在する.

また, R上の任意の有界連続関数 φに対して

lim
n→∞

E[φ(Xn)] = E[φ(X)]

がなりたつとき, {Xn}∞n=1はXに法則収束するという.

{Xn}∞n=1がXに確率収束するならば, {Xn}∞n=1はXに法則収束することが分かる.

上の式はXnの分布 µXnおよびXの分布 µX を用いて,

lim
n→∞

∫
R

φ(x)µXn(dx) =

∫
R

φ(x)µX(dx)

と表すことができる. このことを {µXn}∞n=1は µX に弱収束するという. 特に, 法則収束につい
て論じる場合はXnとXが同じ確率空間上で定義されている必要はない.

{Xn}∞n=1がXに法則収束するならば, ある確率空間上の確率変数列 {Yn}∞n=1および確率変数 Y

で, Ynの分布が µXn , Y の分布が µX となるものが存在し, {Yn}∞n=1は Y に概収束することが知
られている. これを Skorokhodの表現定理という.


