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§8. 平均値の定理と逆関数の微分
平均値の定理は微分可能な関数の変化の様子を調べる上で基本となるものである. 平均値の

定理について述べる前に, 幾つか準備をしておこう.

定義 8.1 A ⊂ R, a ∈ Aとし, f : A → Rを関数とする.

任意の x ∈ Aに対して, f(x) ≤ f(a)となるとき, f(a)を f(x)の x = aにおける最大値とい
う. また, 任意の x ∈ Aに対して, f(a) ≤ f(x)となるとき, f(a)を f(x)の x = aにおける最小
値という.

a ∈ Iとなるある開区間 Iが存在し, 任意の x ∈ A∩ Iに対して, f(x) ≤ f(a)となるとき, f(a)

を f(x)の x = aにおける極大値という. また, 任意の x ∈ A∩ Iに対して, f(a) ≤ f(x)となると
き, f(a)を f(x)の x = aにおける極小値という. 極大値と極小値を合わせて, 単に極値という.

注意 8.1 定義 8.1の極大値の定義において, I は I ⊂ Aをみたし, f(a)は f(x) < f(a)をみた
すものとすることもある. 極小値についても同様である.

閉区間で連続な関数に対しては, 次がなりたつことが分かる.

定理 8.1 閉区間で連続な関数は最大値および最小値をもつ.

定理 8.1は最大値や最小値をあたえる点の存在は保証してくれるものの, 実際にどこで最大値
や最小値をとるかまでは分からない. しかし, 微分可能な関数の極値をあたえる点については,

次がなりたつ.

定理 8.2 f : (a, b) → Rを開区間 (a, b)で微分可能な関数とし, c ∈ (a, b)とする. f(c)が f(x)

の x = cにおける極値ならば, f ′(c) = 0である. 特に, f(c)が f(x)の x = cにおける最大値また
は最小値ならば, f ′(c) = 0である.

証明 f(c)が最大値の場合のみ示す.

最大値の定義より, h > 0, c+ h ∈ (a, b)のとき,

f(c+ h)− f(c)

h
≤ 0

である. また, h < 0, c+ h ∈ (a, b)のとき,

f(c+ h)− f(c)

h
≥ 0

である. よって,

f ′(c) = lim
h→0

f(c+ h)− f(c)

h

= 0

である. □

問 8.1 定理 8.2の意味を関数のグラフを用いて説明せよ.

定理 8.1と定理 8.2を用いることにより, 次のRolleの定理を示すことができる.

定理 8.3 (Rolleの定理) f : [a, b] → Rを閉区間 [a, b]で連続で, 開区間 (a, b) で微分可能な関
数とする. f(a) = f(b)ならば, f ′(c) = 0となる c ∈ (a, b)が存在する.

問 8.2 次の問に答えよ.
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(1) Rolleの定理の意味を関数のグラフを用いて説明せよ.

(2) Rolleの定理を示せ.

Rolleの定理を用いることにより, 次の平均値の定理を示すことができる.

定理 8.4 (平均値の定理) f : [a, b] → Rを閉区間 [a, b]で連続で, 開区間 (a, b)で微分可能な関
数とする. このとき,

f(b)− f(a)

b− a
= f ′(c)

となる c ∈ (a, b)が存在する.

問 8.3 次の問に答えよ.

(1) 平均値の定理の意味を関数のグラフを用いて説明せよ.

(2) 平均値の定理を示せ.

関数の変化の様子に関する基本的な概念として, 単調増加性や単調減少性を挙げることがで
きる.

定義 8.2 A ⊂ R, A ̸= ∅とし, f : A → Rを関数とする. x, y ∈ A, x < yならば, f(x) < f(y)

となるとき, f はAで単調増加であるという. また, x, y ∈ A, x < yならば, f(x) > f(y)となる
とき, f はAで単調減少であるという. 単調増加関数, 単調減少関数を合わせて, 単に単調関数
という.

注意 8.2 定義 8.2の単調増加性の定義において, 条件を f(x) ≤ f(y)とすることもある. また,

この場合は f は広い意味で単調増加であるともいう. これに対して, 定義 8.2の f は狭い意味で
単調増加であるともいう. 単調減少性についても同様である.

以下では, Iを開区間, 無限開区間, Rの何れかとする. このとき, 平均値の定理を用いること
により, 微分可能な関数の増減に関する次の定理を示すことができる.

定理 8.5 f : I → Rを Iで微分可能な関数とする. このとき, 次の (1)～(3)がなりたつ.

(1) 任意の x ∈ Iに対して f ′(x) = 0ならば, f は定数関数である.

(2) 任意の x ∈ Iに対して f ′(x) > 0ならば, f は Iで単調増加である.

(3) 任意の x ∈ Iに対して f ′(x) < 0ならば, f は Iで単調減少である.

問 8.4 定理 8.5を示せ.

f : I → Rを Iで微分可能な関数とし, 任意の x ∈ Iに対して f ′(x) ̸= 0であると仮定する. こ
のとき, 定理 8.4の (2) または (3) より, J = f(I)とおくと, J は開区間, 無限開区間, Rの何か
となる. 更に, f を I から J への写像とみなすと, f の逆関数 f−1 : J → I が存在する. そして,

f−1の微分に関して, 次がなりたつことが分かる.

定理 8.6 (逆関数の微分法) f : I → Rを I で微分可能な関数とし, 任意の x ∈ I に対して,

f ′(x) ̸= 0であると仮定する. このとき, 任意の x ∈ Iに対して,

(f−1)′(f(x)) =
1

f ′(x)

がなりたつ.

問 8.5 定理 8.6において, f−1の微分可能性を仮定し, 合成関数の微分法を用いることにより,

f−1の導関数を求めよ.

例 8.1 指数関数 exはRで微分可能で, 任意の x ∈ Rに対して,
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(ex)′ = ex

> 0

である. 更に, exによるRの像は無限開区間 (0,+∞)で, exの逆関数は (0,+∞)で定義された
対数関数 log yである. このとき, 逆関数の微分法より,

(log y)′ =
1

(ex)′

=
1

ex

=
1

y

である. よって, yを xに置き換えると,

(log x)′ =
1

x
(x ∈ (0,+∞))

が得られる.

問 8.6 f : I → Rを Iで微分可能な関数とし, 任意の x ∈ Iに対して, f(x) ̸= 0であると仮定
する. このとき, 任意の x ∈ Iに対して,

(log |f(x)|)′ = f ′(x)

f(x)

がなりたつことを示せ.

問 8.7 関数 f : I → Rの導関数を求める際に, y = f(x)とおき, 両辺の対数をとった式の導関
数を問 8.6を用いることにより計算する方法がある. これを対数微分法という. 対数微分法を用
いることにより, 次の等式を示せ.

(1) (xa)′ = axa−1 (x > 0). ただし, a ∈ Rは定数である.

(2) (ax)′ = (log a)ax (x ∈ R). ただし, aは a > 0, a ̸= 1をみたす定数である.

(3) (xx)′ = xx(log x+ 1) (x > 0).

最後に, 多項式によって定められる関数や三角関数, 指数関数, 対数関数, そして, §7で述べた
双曲線関数と並んで基本的な関数である, 逆三角関数について述べよう.

まず, f : [−π
2
, π
2
] → RをRで定義された正弦関数 sinxの閉区間 [−π

2
, π
2
]への制限とする.

x ∈ (−π
2
, π
2
)のとき,

f ′(x) = cos x

> 0

だから, 定理 8.5 (2) より, f は [−π
2
, π
2
]で単調増加となる. 更に,

f
(
−π

2

)
= −1, f

(π
2

)
= 1

だから, f([−π
2
, π
2
]) = [−1, 1]で, f を [−π

2
, π
2
]から [−1, 1]への写像とみなすと, f の逆関数 f−1 :

[−1, 1] → [−π
2
, π
2
]が存在する. これを sin−1 yと表し, 逆正弦関数という. sin−1の記号は代わ

りに Sin−1, arcsin, Arcsinが用いられることもある.
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次に, g : [0, π] → RをRで定義された余弦関数 cosxの閉区間 [0, π]への制限とする. x ∈ (0, π)

のとき,

g′(x) = − sin x

< 0

だから, 定理 8.5 (3) より, gは [0, π]で単調減少となる. 更に,

g(0) = 1, g(π) = −1

だから, g([0, π]) = [−1, 1]で, gを [0, π]から [−1, 1]への写像とみなすと, gの逆関数 g−1 : [−1, 1]

→ [0, π]が存在する. これを cos−1 yと表し, 逆余弦関数という. cos−1の記号は代わりにCos−1,

arccos, Arccos が用いられることもある.

更に, h : (−π
2
, π
2
) → Rを例 7.1で定めたA ⊂ Rで定義された正接関数 tanxの開区間 (−π

2
, π
2
)

への制限とする. x ∈ (−π
2
, π
2
)のとき,

h′(x) =
1

cos2 x

> 0

だから, 定理 8.4 (2) より, hは (−π
2
, π
2
)で単調増加となる. 更に,

lim
x→−π

2
+0

h(x) = −∞, lim
x→π

2
−0

h(x) = +∞

だから, h((−π
2
, π
2
)) = Rで, hを (−π

2
, π
2
)からR への写像とみなすと, hの逆関数 h−1 : R →

(−π
2
, π
2
)が存在する. これを tan−1 yと表し, 逆正接関数という. tan−1の記号は代わりにTan−1,

arctan, Arctan が用いられることもある.

問 8.8 次の値を求めよ.

(1) sin−1 1
2
.

(2) cos−1 1
2
.

(3) tan−1 1.

問 8.9 逆関数の微分法を用いることにより,次の等式を示せ.

(1) (sin−1 x)′ =
1√

1− x2
(−1 < x < 1).

(2) (cos−1 x)′ = − 1√
1− x2

(−1 < x < 1).

(3) (tan−1 x)′ =
1

1 + x2
.

問 8.10 x ∈ [−1, 1]のとき, 等式

sin−1 x+ cos−1 x =
π

2

がなりたつことを示せ.


