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§3. 行列
定理 2.3で述べたように, RmからRnへの線形写像 f : Rm → Rnはmn個の実数 a11, a21,

. . . , amnを用いて,

f(x) = (x1a11 + x2a21 + · · ·+ xmam1, . . . , x1a1n + x2a2n + · · ·+ xmamn) (x ∈ Rm)

と表されるのであった. ただし, x = (x1, x2, . . . , xm)である. 上の式は a11, a21, . . . , amnを長方
形状に並べたものを考え,

f(x) = (x1, x2, . . . , xm)


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

am1 am2 · · · amn


とも表す.

一般に, i = 1, 2, . . . ,mおよび j = 1, 2, . . . , nに対して, 数 aijが対応しているとき, これらの
数を長方形状に 

a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

am1 am2 · · · amn

 ,


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

am1 am2 · · · amn


のように並べたものをm× n行列またはm行 n列の行列という. 行列の行の個数と列の個数を
合わせて型またはサイズという. また, 上の行列を (m,n)型の行列ともいう. 上の行列をAと
おいたとき, A = (aij)m×nまたは単にA = (aij)とも表す. 更に,

aij,
(

ai1 ai2 · · · ain

)
,


a1j
a2j
...

amj


をそれぞれAの (i, j)成分, 第 i行, 第 j列という. なお, 行列の第 i行はRnの元のように

(ai1, ai2, . . . , ain)

とも表す. 特に, n次の行ベクトルは 1× n行列であり, m次の列ベクトルはm× 1行列である.

また，1× 1行列は (a)と表されるが, 数 aと同一視し, 単に aと表すことが多い. 更に, すべて
の (i, j)成分が実数, 複素数となる行列をそれぞれ実行列, 複素行列ともいう. 数のことをスカ
ラーともいう.

f : Rm → Rn, g : Rp → RqをそれぞれRmからRn, RpからRqへの線形写像とする. この
とき, 上で述べたことより, f , gはそれぞれm行 n列の実行列A = (aij)m×n, p行 q列の実行列
B = (bkl)p×qを用いて,

f(x) = xA (x ∈ Rm), g(y) = yB (y ∈ Rp) (∗)

と表される. よって, f = gとなるのは, 写像が等しいことの定義より, m = pかつn = qであり,

任意の i = 1, 2, . . . ,mおよび j = 1, 2, . . . , nに対して, aij = bijがなりたつとき, すなわち, Aと
Bが同じ型であり, 対応する成分がそれぞれ等しいときである. そこで, 次のように定める.
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定義 3.1 A = (aij)m×nをm× n 行列, B = (bkl)p×qを p× q行列とする. AとBが同じ型であ
り, 対応する成分がそれぞれ等しいとき, A = B と表し, AとBは等しいという. また, A = B

でないときはA ̸= Bと表す.

問 3.1 次の等式がなりたつように a, b, cの値を求めよ.

(1)

(
a2 + b2 ab+ bc

ab+ bc b2 + c2

)
=

(
1 0

0 4

)
.

(2)

 a2 + b2 1 2ca

1 1 1

2ca 1 b2 + c2

 =

 1 2bc 1

2bc c2 + a2 2ab

1 2ab 1

.

(∗)の第 1式において, f が特別な線形写像の場合に, 対応するAがどのようなものになるの
かを考えよう.

例 3.1 (零行列) f : Rm → Rnを零写像とする. このとき, x = (x1, x2, . . . , xm) ∈ Rmとす
ると,

f(x) = 0

= (0, . . . , 0)

= (x1 · 0 + x2 · 0 + · · ·+ xm · 0, . . . , x1 · 0 + x2 · 0 + · · ·+ xm · 0)

= (x1, x2, . . . , xm)


0 0 · · · 0

0 0 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 0


だから, (∗)の第 1式において, Aのすべての成分は 0である. すべての成分が 0のm × n行列
をOm,nまたはOと表し, 零行列という.

問 3.2 等式

O2,2 =

(
x3 − 6x2 + 11x− 6 x3 − 2x2 − 5x+ 6

x3 − 4x2 + x+ 6 x3 − 7x− 6

)
がなりたつように xの値を求めよ.

例 3.2 (正方行列) (∗)の第 1式において, m = nのとき, fはRnの線形変換であり, Aはn×n

行列となる. n × n行列を n次の正方行列または n次行列という. このとき, Aの (1, 1)成分,

(2, 2)成分, . . . , (n, n)成分をAの対角成分という.

例えば, 行列
(

a b

c d

)
は 2次の正方行列であり, その対角成分は a, dである. また, 行列 a11 a12 a13

a21 a22 a23
a31 a32 a33

は 3次の正方行列であり, その対角成分は a11, a22, a33である.

問 3.3 Aを (i, j)成分が次のように定められる 3次の正方行列とする. Aを具体的に表せ.

(1) aij = (−1)i+j.

(2) aij = (−1)ij.
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c ∈ Rとし, RnからRnへの写像 f : Rn → Rnを

f(x) = cx (x ∈ Rn)

により定める. ここで, x, y ∈ Rnとすると,

f(x+ y) = c(x+ y)

= cx+ cy

= f(x) + f(y),

すなわち,

f(x+ y) = f(x) + f(y)

である. さらに, k ∈ Rとすると,

f(kx) = c · kx
= k · cx
= kf(x),

すなわち,

f(kx) = kf(x)

である. よって, f はRnの線形変換である. このとき, (∗)の第 1式におけるAは

A =


c 0 · · · 0

0 c · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · c


となる. このようなAをスカラー行列という.

対角成分がすべて 1の n次のスカラー行列をEnまたはEと表し, n次の単位行列という. n

次の単位行列は Inや Iと表すこともある.

例 3.3 1次, 2次, 3次の単位行列はそれぞれ

E1 = (1) = 1, E2 =

(
1 0

0 1

)
, E3 =

 1 0 0

0 1 0

0 0 1


となる.

i, j = 1, 2, . . . , nに対して,

δij =

{
1 (i = j),

0 (i ̸= j)

により, 0または 1の値をとる記号 δijを定め, δijをKroneckerの δという.

例 3.4 i, j = 1, 2のとき, δijの値は

δ11 = δ22 = 1, δ12 = δ21 = 0
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である.

また, i, j = 1, 2, 3のとき, δijの値は

δ11 = δ22 = δ33 = 1, δ12 = δ13 = δ21 = δ23 = δ31 = δ32 = 0

である.

Kroneckerの δを用いると, n次の単位行列EnはEn = (δij)n×nと表すことができる. 例えば,

E2 = (δij)2×2 =

(
δ11 δ12
δ21 δ22

)
=

(
1 0

0 1

)

である. また,

E3 = (δij)3×3 =

 δ11 δ12 δ13
δ21 δ22 δ23
δ31 δ32 δ33

 =

 1 0 0

0 1 0

0 0 1


である.

問 3.4 次の行列の (i, j)成分をKroneckerの δ を用いて表せ.

(1)

 1 0 0

0 2 0

0 0 3

.

(2)

 0 1 0

0 0 1

0 0 0

.

(3)

 0 0 0

1 0 0

0 1 0

.

(4)

 0 1 0

1 0 1

0 1 0

.

問 3.5 λ1, λ2, . . . , λn ∈ Rとし, Rnの線形変換 f : Rn → Rnを

f(ei) = λiei (i = 1, 2, . . . , n)

となるように定める. ただし, e1, e2, . . . , enはRnの基本ベクトルである. (∗)の第 1式におけ
るAの成分をすべて求めよ. このようなAを対角行列という. 特に, スカラー行列は対角行列
であることが分かる.

問 3.6 3次の正方行列A =

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 を考える. Aがスカラー行列, 対角行列となる

とき, Aをそれぞれ具体的に表せ.


