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§8. 群
ここでは, §5でも述べた n次直交行列全体の集合O(n)に関する次の性質に注目しよう.

定理 8.1 次の (1)～(4)がなりたつ.

(1) 任意のA,B ∈ O(n)に対して, AB ∈ O(n)である.

(2) 任意のA,B,C ∈ O(n)に対して, (AB)C = A(BC)である.

(3) Eを n次単位行列とすると, E ∈ O(n)であり, 任意のA ∈ O(n)に対して, AE = EA = A

である.

(4) 任意のA ∈ O(n)に対して, A−1 ∈ O(n)であり, AA−1 = A−1A = Eである.

数学で扱われる集合は単なるものの集まりではなく, 何らかの構造を兼ね備えたものである
ことが多い. 例えば, ベクトル空間は和とスカラー倍という演算をもつ集合である. 一方, O(n)

は行列の積という演算をもち, 定理 8.1で述べた性質をみたす. このような集合は次のように定
式化される.

定義 8.1 Gを空でない集合とする.

a, b ∈ Gに対して, a ∗ b ∈ Gを対応させるG×GからGへの写像 ∗ : G×G → Gがあたえら
れているとき, ∗をG上の二項演算, a ∗ bを aと bの積という. a ∗ bは abとも表す.

∗をG上の二項演算とする. 次の (1)～(3)がなりたつとき, 組 (G, ∗)またはGを
ぐん

群という.

(1) 任意の a, b, c ∈ Gに対して, (ab)c = a(bc)である. (結合律)

(2) ある e ∈ Gが存在し, 任意の a ∈ Gに対して, ae = ea = aである.

(3) 任意の a ∈ Gに対して, ある a′ ∈ Gが存在し, aa′ = a′a = eである.

(2)の eをGの単位元という. また, (3)の a′を a−1と表し, aの逆元という.

注意 8.1 定義 8.1において, 結合律より, (ab)cおよび a(bc)はともに abcと表しても構わない.

例 8.1 (直交群) 定理 8.1より, O(n)は行列の積に関して群となる. O(n)の単位元はEである.

また, A ∈ O(n)の逆元はAの逆行列A−1である. O(n)を n次直交群という.

例 8.2 (Euclid空間の等長変換群) Rnの等長変換全体の集合 Iso(Rn)に対する積の演算とし
て写像の合成を考える. このとき, 定理 4.2より, 定義 8.1の (1)の条件がなりたつ. また, Rn上
の恒等写像 1Rnを単位元とすることにより,定義 8.1の (2)の条件がなりたつ. 更に, f ∈ Iso(Rn)

の逆元を f の逆写像 f−1とすることにより, 定義 8.1の (3) の条件がなりたつ. よって, Iso(Rn)

は群となる. Iso(Rn)をRnの等長変換群または合同変換群という.

群の基本的な性質を述べておこう.

定理 8.2 Gを群とすると, 次の (1), (2)がなりたつ.

(1) Gの単位元は一意的である.

(2) 任意の a ∈ Gに対して, aの逆元は一意的である.

証明 (1): e, e′をともにGの単位元とする. このとき,

e′ = e′e

= e,

すなわち, e′ = eである. ただし, 最初の等号では eをGの単位元とみなし, 次の等号では e′を
Gの単位元とみなし, 定義 8.1の (2) の条件を用いた. よって, Gの単位元は一意的である.
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(2): a′, a′′をともに aの逆元とする. このとき, 定義 8.1の (1)～(3) の条件より,

a′′ = ea′′

= (a′a)a′′

= a′(aa′′)

= a′e

= a′,

すなわち, a′′ = a′である. よって, aの逆元は一意的である. □

定理 8.3 Gを群とすると, 次の (1), (2)がなりたつ.

(1) a ∈ Gとすると, (a−1)−1 = aである.

(2) a, b ∈ Gとすると, (ab)−1 = b−1a−1である.

証明 (1): 定義 8.1の (3) の条件より,

a−1a = aa−1 = e

である. よって, (a−1)−1 = aである.

(2): 定義 8.1の (1)～(3)の条件より,

(ab)(b−1a−1) = a(bb−1)a−1

= aea−1

= (ae)a−1

= aa−1

= e,

すなわち,

(ab)(b−1a−1) = e

である. 同様に,

(b−1a−1)(ab) = e

である. よって, (ab)−1 = b−1a−1である. □

群に関する基本的な概念を定めておこう.

定義 8.2 Gを群とする.

Gが有限集合のとき, Gを有限群という. このとき, Gの元の個数をGの位数という. また,

Gが無限集合のとき, Gを無限群という. このとき, Gの位数は無限であるという.

Gが交換律をみたすとき, すなわち, 任意の a, b ∈ Gに対して,

ab = ba

であるとき, Gを可換群またはAbel群という.

注意 8.2 GをAble群とする. このとき, Gの積の演算を表す記号として, +を用いることもあ
るが, このようなGを加法群ともいう. Gが加法群のとき, Gの単位元は 0と表し, a ∈ Gの逆
元は−aと表す. 一方, Gの積の演算を表す記号をそのまま用いる場合は, Gを乗法群ともいう.
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例 8.1, 例 8.2に続いて, 群の例として, 自明なものや数の集合からなるものを挙げよう.

例 8.3 (単位群) 定義 8.1 の (2) の条件より, 群は単位元を必ず含むが, 逆に, 単位元のみから
なる群 {e}を考えることができる. 群 {e}を単位群という. 単位群は位数が 1のAbel群である.

例 8.4 Z, Q, R, Cは通常の和に関して加法群となる. また, これらは無限群である.

例 8.5 Q \ {0}, R \ {0}, C \ {0}は通常の積に関して乗法群となる. これらの乗法群の単位元
は 1であり, 元 aの逆元は aの逆数 a−1である. また, これらは無限群である.

その他に, 線形代数にも現れる群の例を挙げておこう.

例 8.6 (実一般線形群) 正則な n次実行列全体の集合をGL(n,R)と表す. このとき, GL(n,R)

は行列の積に関して群となる. GL(n,R)の単位元はn次単位行列Eである. また, A ∈ GL(n,R)

の逆元はAの逆行列A−1である. GL(n,R)を n次実一般線形群という. GL(n,R)は無限群で
ある.

なお, GL(1,R)は例 8.5の乗法群R\{0}に他ならない. また, n ≥ 2のとき, GL(n,R)はAbel

群ではない.

例 8.7 (対称群) n ∈ Nに対して, n文字の置換全体の集合を Snと表す. すなわち, 集合Xnを

Xn = {1, 2, . . . , n}

により定めると, SnはXnからXnへの全単射全体の集合である. このとき, Snは写像の合成に
関して群となる. Snの単位元は恒等置換, すなわち, Xn上の恒等写像である. また, σ ∈ Snの
逆元は σの逆置換 σ−1である. Snを n次対称群という. Snは位数 n!の有限群である.

なお, n = 1, 2のとき, SnはAbel群である. しかし, n ≥ 3のとき, SnはAbel群ではない.

例 8.8 (ベクトル空間) V をベクトル空間とする. このとき, V は和に関して加法群となる. V

の単位元は零ベクトルである. また, x ∈ V の逆元は xの逆ベクトル−xである.

群の部分集合を考える際には, 単なる部分集合ではなく, 次に定めるようなそれ自身が群とな
るようなものを考えることが多い.

定義 8.3 Gを群, HをGの部分集合とする. HがGの積により, 群となるとき, HをGの部分
群という. ただし, Hの単位元はGの単位元 eであり, Hの元としての a ∈ Hの逆元はGの元
としての aの逆元 a−1であるとする.

例 8.9 (自明な部分群) Gを群とする. このとき, 単位群およびG自身は明らかにGの部分群
である. これらを自明な部分群という.

例 8.10 例 8.4で述べた加法群 Z, Q, R, Cを考える. このとき, ZはQ, R, Cの部分群であ
る. また, QはR, Cの部分群である. 更に, RはCの部分群である.

例8.11 例 8.5で述べた乗法群Q\{0}, R\{0}, C\{0}を考える. このとき, Q\{0}はR\{0},
C \ {0}の部分群である. また, R \ {0}はC \ {0}の部分群である.

例 8.12 O(n)はGL(n,R)の部分群である. また, SO(n)はO(n), GL(n,R)の部分群である.

SO(n)を n次特殊直交群または回転群という.

例 8.13 (交代群) n文字の置換で, 偶置換となるもの全体の集合を Anと表す. このとき, An

は Snの部分群である. Anを n次の交代群という.

例 8.14 (ベクトル空間の部分空間) V をベクトル空間, W を V の部分空間とする. このとき,

V を例 8.8で述べたように加法群とみなすと, W は V の部分群である.
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問題 8

1. 行列式が 1の n次実行列全体の集合を SL(n,R)と表す. SL(n,R)は行列の積に関して群と
なることを示せ. なお, SL(n,R)を n次実特殊線形群という. また, SL(n,R)はGL(n,R)の
部分群, SO(n)は SL(n,R)の部分群でもある.

2. G, Hを群とし, (a, b), (a′, b′) ∈ G×Hに対して, (a, b)と (a′, b′)の積 (a, b)(a′, b′) ∈ G×Hを

(a, b)(a′, b′) = (aa′, bb′)

により定める. このとき, G×Hは群となることを示せ. 群G×HをGとHの直積群という.

3. Gを群とする. HおよびKがGの部分群ならば, H ∩KはGの部分群であることを示せ.

4. Gを群, HをGの空でない部分集合とする. 任意の a, b ∈ Hに対して, ab−1 ∈ Hならば, H

はGの部分群であることを示せ. なお, 逆がなりたつことも分かる.
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問題 8の解答
1. まず, A,B ∈ SL(n,R)とすると, 行列式の性質および SL(n,R)の定義より,

|AB| = |A||B|
= 1 · 1
= 1,

すなわち, |AB| = 1である. よって, AB ∈ SL(n,R)である.

次に, A,B,C ∈ SL(n,R)とすると, (AB)C = A(BC)である. よって, 定義 8.1の (1) の条
件がなりたつ.

更に, Eを n次単位行列とすると, |E| = 1だから, E ∈ SL(n,R)であり, 任意のA ∈
SL(n,R)に対して,

AE = EA = A

である. よって, 定義 8.1の (2) の条件がなりたつ.

最後に, A ∈ SL(n,R)とすると, 行列式の性質および SL(n,R)の定義より,

|A−1| = |A|−1

= 1−1

= 1,

すなわち, |A−1| = 1である. よって, A−1 ∈ SL(n,R)であり,

AA−1 = A−1A = E

となるから, 定義 8.1の (3) の条件がなりたつ.

したがって, SL(n,R)は行列の積に関して群となる.

2. まず, (a, b), (a′, b′), (a′′, b′′) ∈ G×Hとする. このとき, G, Hは群だから,

((a, b)(a′, b′))(a′′, b′′) = ((aa′, bb′)(a′′, b′′)

= ((aa′)a′′, (bb′)b′′)

= (a(a′a′′), b(b′b′′))

= (a, b)(a′a′′, b′b′′)

= (a, b)((a′, b′)(a′′, b′′)),

すなわち,

((a, b)(a′, b′))(a′′, b′′) = (a, b)((a′, b′)(a′′, b′′))

である. よって, 定義 8.1の (1) の条件がなりたつ.

次に, e, e′をそれぞれG, Hの単位元とする. このとき, 任意の (a, b), (a′, b′) ∈ G×Hに対
して,

(a, b)(e, e′) = (ae, be′)

= (a, b),
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すなわち,

(a, b)(e, e′) = (a, b)

である. 同様に,

(e, e′)(a, b) = (a, b)

である. よって, 定義 8.1の (2) の条件がなりたつ.

更に, (a, b) ∈ G×Hとすると,

(a, b)(a−1, b−1) = (aa−1, bb−1)

= (e, e′),

すなわち,

(a, b)(a−1, b−1) = (e, e′)

である. 同様に,

(a−1, b−1)(a, b) = (e, e′)

である. よって, 定義 8.1の (3) の条件がなりたつ.

したがって, G×Hは群となる.

3. まず, eをGの単位元とする. このとき, H, KはGの部分群だから, e ∈ H ∩Kである. 特
に, H ∩Kは空ではない.

次に, a, b ∈ H ∩Kとする. このとき, a, b ∈ Hであり, HはGの部分群だから, ab ∈ Hで
ある. 同様に, ab ∈ Kである. よって, ab ∈ H ∩Kである.

また, a, b, c ∈ H ∩Kとする. このとき, a, b, c ∈ Gであり, Gは群だから, (ab)c = a(bc)で
ある. よって, 定義 8.1の (1) の条件がなりたつ.

更に, 任意の a ∈ H ∩Kに対して,

ae = ea = a

である. よって, 定義 8.1の (2) の条件がなりたつ.

最後に, a ∈ H ∩Kとする. このとき, a ∈ Hであり, HはGの部分群だから, a−1 ∈ Hで
ある. 同様に, a−1 ∈ Kである. よって, a−1 ∈ H ∩Kであり,

aa−1 = a−1a = e

となるから, 定義 8.1の (3) の条件がなりたつ.

したがって, H ∩KはGの部分群である.

4. まず, 定義 8.1の (1) の条件はなりたつ. 次に, a ∈ Hとする. 仮定より,

e = aa−1 ∈ H,

すなわち, e ∈ Hとなり, 定義 8.1の (2) の条件がなりたつ. よって, 仮定より,

a−1 = ea−1 ∈ H,

すなわち, a−1 ∈ Hとなり, 定義 8.1の (3) の条件がなりたつ. 更に, b ∈ Hとする. このとき,

b−1 ∈ Hだから, 仮定より,

ab = a(b−1)−1 ∈ H,

すなわち, ab ∈ Hとなる. したがって, HはGの部分群である.


