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§2. 行列値関数
線形代数に現れる行列は実数や複素数を成分とすることが多いが, 固有多項式を考える場合

は関数を成分とする行列の行列式を考えた. すなわち, Aを正方行列とすると, Aの固有多項式
は tを変数とする行列 tE−Aの行列式である. また, 微分積分においても, 重積分の変数変換公
式には Jacobianという多変数関数を成分とする行列の行列式が現れた. 例えば, 極座標変換

x = r cos θ, y = r sin θ

に対する Jacobianは ∣∣∣∣∣∣∣
∂x

∂r

∂x

∂θ
∂y

∂r

∂y

∂θ

∣∣∣∣∣∣∣ = r

である.

そこで, まず §1で扱ったベクトル値関数の一般化である, 関数を成分とする行列, すなわち,

行列値関数について考えよう. 簡単のため, 区間を定義域とする 1変数の場合を扱うことにす
る. 行列値関数の微分は成分毎に考えればよい. F を区間 I で定義された行列値関数とすると
き, 各成分が Iで微分可能ならば, F は Iで微分可能であるというように定めるのである. F の
各成分を微分して得られる行列値関数をF ′などと表す. 次の定理では行列の和や積を考えるが,

そのような場合の行列の型は演算が可能なものであるとする.

定理 2.1 F , Gを区間 Iで微分可能な行列値関数とすると, 次の (1)～(4)がなりたつ.

(1) (F +G)′ = F ′ +G′.

(2) cを Iで微分可能なスカラー値関数とすると, (cF )′ = c′F + cF ′.

(3) (FG)′ = F ′G+ FG′.

(4) F が正則行列に値をとるならば, (F−1)′ = −F−1F ′F−1.

証明 (4)のみ示す.

まず, 正則行列の定義より, 等式
FF−1 = E

がなりたつ. この両辺を微分すると, (3)より,

F ′F−1 + F (F−1)′ = O

である. ただし, Oは零行列である. 更に, この式を変形すると, (4)の等式が得られる. □
幾何学においては, Rnに値をとるベクトル値関数の他にも直交行列や実交代行列に値をとる

関数がよく現れる. その背景となるのは次の事実である.

定理 2.2 F を区間 Iで微分可能な正則行列に値をとる関数とすると, 次の (1), (2)がなりたつ.

(1) F が直交行列に値をとるならば, F ′F−1は実交代行列に値をとる.

(2) F ′F−1が実交代行列に値をとり, ある a ∈ Iに対して F (a)が直交行列となるならば, F は
直交行列に値をとる.

証明 (1): 直交行列の定義より, F−1 = tF だから,

F ′F−1 + t(F ′F−1) = F ′tF + t(F ′tF )

= F ′tF + F tF ′

= (F tF )′

= E ′

= O
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である. よって, F ′F−1は実交代行列に値をとる.

(2): F ′F−1が実交代行列に値をとるから,

O = F ′F−1 + t(F ′F−1)

= F ′F−1 + tF−1tF ′

= tF−1(tFF ′ + tF ′F )F−1

= tF−1(tFF )′F−1

である. よって, (tFF )′ = Oとなるから, tFF は t ∈ Iに依らない正方行列である. ここで, F (a)

は直交行列だから, tFF は単位行列である. したがって, F は直交行列に値をとる. □

次に述べる行列の指数関数を用いることにより, 実交代行列から直交行列を作ることができ
る. 以下では行列の級数が現れるが, 収束に関する厳密な議論は省略することとする. まず, 指
数関数 exに対するMaclaurin展開

ex =
∞∑
n=0

xn

n!

を思い出そう. 右辺は任意の複素数 xに対して収束することが分かる. 上の式の xに正方行列
Aを代入したものを考え,

expA =
∞∑
k=0

1

k!
Ak

とおく. 右辺は任意のAに対して成分毎に収束することが分かる. expAをAの指数関数という.

例 2.1 Aを (i, i)成分が λiの n次の対角行列とし,

A =


λ1 0

λ2

. . .

0 λn


と表す. k = 0, 1, 2, . . . とすると,

Ak =


λk
1 0

λk
2

. . .

0 λk
n


となる. よって,

expA =


eλ1

0
eλ2

. . .

0 eλn


である. 特に,

expO = E

である.

行列の指数関数に関して次は基本的である.
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定理 2.3 A, Bを n次正方行列とすると, 次の (1)～(5)がなりたつ.

(1) AとBが可換ならば,

exp(A+B) = (expA)(expB).

(2) expAは正則であり,

(expA)−1 = exp(−A).

(3) exp tA = t(expA).

(4) expA = expA.

(5) P を n次正則行列とすると,

exp(PAP−1) = P (expA)P−1.

証明 (1), (2)のみ示す.

(1): k = 0, 1, 2, . . . とすると, AとBが可換ならば, 二項定理

(A+B)k =
k∑

l=0

k!

l!(k − l)!
AlBk−l

がなりたつ. よって,

exp(A+B) =
∞∑
k=0

k∑
l=0

1

l!(k − l)!
AlBk−l

=
∞∑
k=0

∑
p+q=k

(
1

p!
Ap

)(
1

q!
Bq

)

=

(
∞∑
p=0

1

p!
Ap

)(
∞∑
q=0

1

q!
Bq

)
= (expA)(expB)

である.

(2): Aと−Aは可換だから, (1)より,

(expA) exp(−A) = exp(A− A)

= expO

= E

である. よって, (2)がなりたつ. □

定理 2.3 (2), (3)を用いると, 次を示すことができる.

定理 2.4 Aが実交代行列ならば, expAは直交行列である.

証明 tA = −Aだから,

t(expA) = exp tA

= exp(−A)

= (expA)−1

である. よって, expAは直交行列である. □
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問題 2

1. x, yを区間 Iで微分可能なRnに値をとるベクトル値関数とする. 行列の積を用いることに
より,

⟨x, y⟩′ = ⟨x′, y⟩+ ⟨x, y′⟩

がなりたつことを示せ.

2. 三角関数 sinx, cos xに対して, Maclaurin展開

sin x =
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
x2n+1, cos x =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
x2n

がなりたつ.

(1) Eulerの公式
eix = cosx+ i sinx

を示せ.

(2) exp

(
a b

−b a

)
を求めよ.

(3) 2次の正方行列A, Bを

A =

(
0 1

0 0

)
, B =

(
0 0

−1 0

)

により定める. (expA)(expB), exp(A+B)を求めよ.

(4) mを 0でない整数とする. a, b, cが a2 + bc = −m2π2をみたすとき, exp

(
a b

c −a

)
を求

めよ.

3. Aを正方行列とし, 区間 Iで定義された行列値関数 F を

F (t) = exp(tA) (t ∈ I)

により定める. F ′F−1および F−1F ′を求めよ.
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問題 2の解答
1. 内積を行列の積を用いて表すと,

⟨x, y⟩′ = (xty)′

= x′ty + xty′

= ⟨x′, y⟩+ ⟨x, y′⟩

である.

2. (1) 指数法則を用いて左辺を変形すると,

eix =
∞∑
n=0

(ix)2n

(2n)!
+

∞∑
n=0

(ix)2n+1

(2n+ 1)!

=
∞∑
n=0

(i2)n

(2n)!
x2n + i

∞∑
n=0

(i2)n

(2n+ 1)!
x2n+1

=
∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
x2n + i

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
x2n+1

= cos x+ i sin x

である.

(2) まず, (
a b

−b a

)
= aE + bJ

と表しておく. ただし,

J =

(
0 1

−1 0

)
である. aEと bJ は可換であり, J2 = −Eだから,

exp

(
a b

−b a

)
= exp(aE) exp(bJ)

= ea exp(bJ)

= ea
(
E + bJ − b2

2!
E − b3

3!
J + · · ·

)
= ea

(
1− b2

2!
+

b4

4!
− · · ·

)
E + ea

(
b− b3

3!
+

b5

5!
− · · ·

)
J

= ea(cos b)E + ea(sin b)J

=

(
ea cos b ea sin b

−ea sin b ea cos b

)

である.

(3) まず,

A2 = B2 = O
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だから,

(expA)(expB) = (E + A)(E +B)

=

(
1 1

0 1

)(
1 0

−1 1

)

=

(
0 1

−1 1

)
である.

次に, (2)より,

exp(A+B) = exp

(
0 1

−1 0

)

=

(
cos 1 sin 1

− sin 1 cos 1

)

である.

(4) まず,

A =

(
a b

c −a

)
とおくと, 仮定より,

A2 = −m2π2E

である. よって,

expA = E + A− m2π2

2!
E − m2π2

3!
A+ · · ·

=

(
1− m2π2

2!
+

m4π4

4!
− · · ·

)
E +

1

mπ

(
mπ − m3π3

3!
+

m5π5

5!
− · · ·

)
A

= (cosmπ)E +
sinmπ

mπ
A

=

{
E (mは偶数),

−E (mは奇数)

である.

3. まず,

F = exp(tA) =
∞∑
k=0

(tA)k

k!

だから,

F ′ = AF = FA

である. よって,

F ′F−1 = F−1F ′ = A

である.


