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§4. 部分多様体
多様体の部分集合に対して, 部分多様体という概念を次のように定める.

定義 4.1 N を n次元 Cr級多様体とし, M ⊂ N , M ̸= ∅とする. 1 ≤ m ≤ nをみたすm ∈ N

が存在し, 任意の p ∈M に対して, p ∈ U となるN の座標近傍 (U,φ)が存在し, φを

φ = (x1, x2, . . . , xn)

と表しておくと，

φ(M ∩ U) = {φ(q) | q ∈ U, xm+1(q) = xm+2(q) = · · · = xn(q) = 0}

となるとき, M をN の部分多様体という.

注意 4.1 開部分多様体は部分多様体である.

また, 定義 4.1において, M はm次元Cr級多様体となる. 実際, 相対位相の定義より, M ∩U
は pを含むM の開集合であり, ψ = (x1, x2, . . . , xm)とおくと, ψはM ∩ U 上の局所座標系とな
る. よって, M の各点において, このような座標近傍 (M ∩ U, ψ)を考えれば, M のCr級座標近
傍系が得られる.

正則値定理とよばれるものを用いて, 部分多様体を作ることができる. その前に, 幾つか言葉
を定義しておこう.

定義 4.2 U ⊂ Rmを空でない開集合, f をU からRnへのCr級写像とし, x ∈ U , y ∈ Rnとす
る. このとき, 次の (1)～(4)のように定める.

(1) rank f ′(x) = nとなるとき, xを f の正則点という.

(2) rank f ′(x) < nとなるとき, xを f の臨界点という.

(3) f のある臨界点 xに対して, y = f(x)となるとき, yを f の臨界値という.

(4) yが f の臨界値でないとき, yを f の正則値という.

例 4.1 n ∈ N, c ∈ Rとし, Rn+1で定義されたC∞級関数 f を

f(x) = ∥x∥2 + c (x ∈ Rn+1)

により定める.

このとき,

f ′(x) = 2tx

だから,

rank f ′(x) =

{
1 (x ̸= 0),

0 (x = 0)

である. よって, x ∈ Rn+1 \ {0}のとき, xは f の正則点であり, 0は f の臨界点である. また, c

は f の臨界値であり, t ∈ R \ {c}のとき, tは f の正則値である.

Cr級写像の正則値の逆像が空でないならば, それは部分多様体となることが分かる. これが
次の正則値定理である.

定理 4.1 (正則値定理) U ⊂ Rmを空でない開集合, fをUからRnへのCr級写像とし, m > n

とする. また, M ⊂ U を
M = f−1(0) = {x ∈ U | f(x) = 0} (1)
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により定め, M ̸= ∅であると仮定する. 0が f の正則値ならば, M はRmの (m− n)次元Cr級
部分多様体となる.

注意 4.2 定理 4.1において, m = nとすると, M は離散集合となる. 離散集合を 0次元多様体
とみなすこともある.

例 4.2 例 4.1において, c = −1とおく. このとき, 0は f の正則値であり, n次元単位球面 Sn

は Sn = f−1(0)と表される. よって, 正則値定理より, SnはRn+1のC∞級部分多様体となる.

例 4.3 (実特殊線形群) 行列式が 1のn次実正方行列全体の集合を SL(n,R) と表す. このとき,

SL(n,R)は行列の積によって群となることが分かる. SL(n,R)を n次実特殊線形群という.

n次実正方行列全体の集合をMn(R)と表すと, Mn(R)はRn2 とみなすことができる. そこ
で, SL(n,R) ⊂ Rn2とみなし, SL(n,R)がRn2のC∞級部分多様体となることを示そう.

まず, Mn(R)で定義されたC∞級関数 f を

f(X) = detX − 1 (X ∈Mn(R))

により定める. このとき, SL(n,R) = f−1(0)である. ここで, X = (xij) ∈Mn(R)とし, i, j = 1,

2, . . . , nに対して, Xの (i, j)余因子を x̃ijと表す. iを固定しておくと, 第 i行に関する余因子展
開より,

detX = xi1x̃i1 + xi2x̃i2 + · · ·+ xinx̃in

である. よって, X ∈ SL(n,R)のとき, 少なくとも 1つの x̃ijは 0とはならない. また, jを固定
しておくと, 上の右辺は第 j項の xijの部分以外は xijを含まないから,

∂

∂xij
detX = x̃ij

となる. したがって, 任意のX ∈ SL(n,R)に対して, rank f ′(x) = 1 となるから, 正則値定理よ
り, SL(n,R)はMn(R)の (n2 − 1)次元C∞級部分多様体となる.

例 4.4 (固有 2次超曲面) Aを n次実対称行列とし, b ∈ Rn, c ∈ Rとする. このとき, M ⊂ Rn

を
M = {x ∈ Rn |xAtx+ 2btx+ c = 0}

により定め,

Ã =

(
A tb

b c

)
とおく. rank Ã = n+ 1のとき, M を固有 2次超曲面という.

以下, rank Ã = n+ 1, M ̸= ∅であると仮定し, M がRnのC∞級部分多様体となることを示
そう. まず, Rnで定義されたC∞級関数 f を

f(x) = xAtx+ 2btx+ c (x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn)

により定める. また, e1, e2, . . . , enをRnの基本ベクトルとする. i = 1, 2, . . . , nのとき, Aが実
対称行列であることより,

∂f

∂xi
= eiA

tx+ xAtei + 2btei

= 2ei
t(xA+ b)
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となり,

rank f ′(x) = rank 2t(xA+ b)

=

{
1 (xA+ b ̸= 0),

0 (xA+ b = 0)

である. ここで, 0が f の臨界値であると仮定する. このとき, 上の式より,

f(x0) = 0, x0A+ b = 0

となる x0 ∈ Rnが存在する. よって,

f(x0) = −btx0 + 2btx0 + c

= x0
tb+ c

より,

(x0, 1)

(
A tb

b c

)
= (x0A+ b, x0

tb+ c)

= 0

となり, これは rank Ã = n + 1であることに矛盾する. したがって, 0は f の正則値だから, 正
則値定理より, M = f−1(0) はRnの (n− 1)次元C∞級部分多様体となる.

多様体の間の写像に対しても, 定義 4.2のように, 正則点, 臨界点, 臨界値, 正則値を考えるこ
とができる.

定義 4.3 M , N をCr級多様体, f をM からN へのCr級写像とし, p ∈M , q ∈ N とする. こ
のとき, 次の (1)～(4)のように定める.

(1) (df)pが全射, すなわち, rank(df)p = dimN となるとき, pを f の正則点という.

(2) (df)pが全射とならないとき, すなわち, rank(df)p < dimN となるとき, pを f

の臨界点という.

(3) f のある臨界点 pに対して, q = f(p)となるとき, qを f の臨界値という.

(4) qが f の臨界値でないとき, qを f の正則値という.

§3で述べたことより, 多様体の間の写像の微分は局所的にはユークリッド空間の開集合の間
の写像に対するヤコビ行列を用いて表されることに注意しよう. このことから, 多様体の間の写
像に対しても, 次の正則値定理がなりたつ.

定理4.2 (正則値定理) M , Nをそれぞれm次元, n次元のCr級多様体, fをMからNへのCr

級写像とし, q ∈ N とする. f−1(q) ̸= ∅であり, qが f の正則値ならば, f−1(q)はM の (m− n)

次元のCr級部分多様体となる.

例 4.5 (直交群) まず, n次実対称行列全体の集合を Sym(n)と表す. また, 例 4.3で述べたよう
に, Mn(R)を C∞級多様体Rn2 とみなしておく. このとき, Sym(n)はMn(R)の部分空間とな
るから, Sym(n)はC∞級多様体となる.

ここで,

Sym(n) = {(xij) ∈Mn(R) |xij = xji (i, j = 1, 2, . . . , n)}
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だから, Sym(n)のベクトル空間としての次元は

1 + 2 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2

である. よって, Sym(n)の多様体としての次元も n(n+1)
2
である.

次に, X ∈Mn(R)とする. このとき, tXX ∈ Sym(n)となり, tXXの成分はXの成分の多項
式で表される. よって, Mn(R)から Sym(n)へのC∞級写像を

f(X) = tXX (X ∈Mn(R))

により定めることができる. 単位行列Enが f の正則値であることを示そう.

Mn(R), Sym(n)はベクトル空間だから, 接空間をそれぞれMn(R), Sym(n)自身と自然にみ
なしておく. X ∈ f−1(En), Y ∈Mn(R)とすると, 写像の微分の定義より,

(df)X(Y ) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(X + tY )

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

t(X + tY )(X + tY )

= tXY + tY X

である. ここで, Z ∈ Sym(n)とすると,

tXX = En,
tZ = Z

だから,

(df)X

(
1

2
XZ

)
= tX · 1

2
XZ + t

(
1

2
XZ

)
X

= Z

である. よって, (df)X は全射となるから, Enは f の正則値である.

更に, n次直交行列全体の集合をO(n)と表す. O(n)は行列の積によって群となることが分か
る. O(n)を n次直交群という. このとき,

O(n) = {X ∈Mn(R) | tXX = En} = f−1(En)

である. よって, 上で述べたことと正則値定理より, O(n)はMn(R)のC∞級部分多様体となり,

dimO(n) = dimMn(R)− dimSym(n)

= n2 − n(n+ 1)

2

=
n(n− 1)

2

である. なお, 条件式 tXX = Enより, O(n)はRn2 の有界閉集合とみなすことができるから,

O(n)はコンパクトである.


