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§7. Riemann多様体
多様体の各点の接空間に内積をあたえよう. 簡単のため, C∞級多様体について考える.

定義 7.1 M をC∞級多様体とする. 各 p ∈M において, TpM の内積

gp : TpM × TpM → R

があたえられているとし, pから gpへの対応を gと表す. 任意のX,Y ∈ X(M)に対して, pか
ら gp(Xp, Yp)への対応がM上のC∞級関数を定めるとき, gをMのRiemann計量, 組 (M, g)を
C∞級Riemann多様体という.

Riemann計量を局所座標系を用いて表してみよう. (M, g)を n次元C∞級Riemann多様体と
し, p ∈M , u, v ∈ TpM とする. (U,φ)を p ∈ U となる座標近傍とし,

φ = (x1, x2, . . . , xn), u =
n∑

i=1

ai

(
∂

∂xi

)
p

, v =
n∑

j=1

bj

(
∂

∂xj

)
p

と表しておく. このとき, 内積の線形性より,

gp(u, v) = gp

(
n∑

i=1

ai

(
∂

∂xi

)
p

,
n∑

j=1

bj

(
∂

∂xj

)
p

)

=
n∑

i,j=1

aibjgp

((
∂

∂xi

)
p

,

(
∂

∂xj

)
p

)

である. よって,

gij(p) = gp

((
∂

∂xi

)
p

,

(
∂

∂xj

)
p

)
とおくと,

gp(u, v) =
n∑

i,j=1

aibjgij(p)

である. 内積の対称性より, n次正方行列 (gij(p))は実対称行列である. 更に, 内積の正値性よ
り, (gij(p))は正定値, すなわち, すべての固有値は正である.

また,

γ : I →M

をM 上のC∞級曲線とし, Iが有界閉区間 [a, b]を含むとする. このとき, γの [a, b]における長
さを定積分 ∫ b

a

√
gγ(t)(γ′(t), γ′(t)) dt

により定める.

内積はベクトル空間上の正定値 2次対称形式と言い替えることができる. このことと曲線の
長さの定義から, gを

ds2 =
n∑

i,j=1

gijdxi ⊗ dxj

と表すこともある. 記号「⊗」は省略することもある.
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例 7.1 (Euclid空間) Rnは C∞級多様体であるが, そもそも標準内積という内積をもつベク
トル空間である. p ∈ Rnとし, TpR

nをRnと自然に同一視しておく. このとき, 標準内積を用
いることにより, RnはC∞級Riemann多様体となる. RnのRiemann計量は

ds2 =
n∑

i=1

(dxi)
2

と表すことができる. また, Rn上の曲線の長さは微分積分に現れる曲線の長さに他ならない.

M , N をC∞級多様体，f : M → N をC∞級写像とする．任意の p ∈ M に対して, pにおけ
る f の微分

(df)p : TpM → Tf(p)N

が単射となるとき, f をはめ込みという. 例えば, 曲線論や曲面論で扱われる正則な径数付き曲
線や曲面ははめ込みである. また, fがはめ込みであり，Mから f(M)への同相写像を定めると
き, f を埋め込みという. 例えば, 部分多様体に対する包含写像は埋め込みを定める.

例 7.2 (誘導計量) M をC∞級多様体, (N, g)をC∞級Riemann多様体とし, f :M → N をは
め込みとする. このとき，

(f ∗g)p(u, v) = gf(p)((df)p(u), (df)p(v)) (u, v ∈ TpM) (1)

とおく. gpが TpMの内積であることと (df)pが単射であることより, (f ∗g)pはMのRiemann計
量 f ∗gを定める. f ∗gを f による gの誘導計量という. 特に, Riemann多様体の部分多様体は包
含写像による誘導計量によりRiemann多様体となる．

例 7.3 (第一基本形式) C∞級写像
f : D → R3

として表される正則な径数付き曲面を考えよう. f は正則だから, (u, v)をDの直交座標系とす
ると, 任意の p ∈ Dに対して,

rank


∂f

∂u
(p)

∂f

∂v
(p)

 = 2

である. よって, f ははめ込みとなる. 一方, 例 7.1より, R3はRiemann多様体である. このは
め込みによる誘導計量は曲面論において扱われる第一基本形式に他ならないことを確かめてみ
よう.

gをR3のRiemann計量, ⟨ , ⟩をR3の標準内積とする. このとき,

(f ∗g)p

((
∂

∂u

)
p

,

(
∂

∂u

)
p

)
= gf(p)

(
(df)p

((
∂

∂u

)
p

)
, (df)p

((
∂

∂u

)
p

))

= gf(p)

(
∂f

∂u
(p),

∂f

∂u
(p)

)
=

⟨
∂f

∂u
(p),

∂f

∂u
(p)

⟩
である. 同様に,

(f ∗g)p

((
∂

∂u

)
p

,

(
∂

∂v

)
p

)
=

⟨
∂f

∂u
(p),

∂f

∂v
(p)

⟩
,
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(f ∗g)p

((
∂

∂v

)
p

,

(
∂

∂v

)
p

)
=

⟨
∂f

∂v
(p),

∂f

∂v
(p)

⟩
である. したがって, Dで定義された関数E, F , Gを

E =

⟨
∂f

∂u
,
∂f

∂u

⟩
, F =

⟨
∂f

∂u
,
∂f

∂v

⟩
, G =

⟨
∂f

∂v
,
∂f

∂v

⟩
により定めると, f ∗gは

E du⊗ du+ F du⊗ dv + F dv ⊗ du+Gdv ⊗ dv,

すなわち,

E du2 + 2F dudv +Gdv2

と表すことができる. これは曲面 f の第一基本形式に他ならない.

例 7.4 M をC∞級多様体, g, hをともにM のRiemann計量とする. p ∈M に対して,

(g + h)p(u, v) = gp(u, v) + hp(u, v) (u, v ∈ TpM)

とおく. このとき, g + hはM のRiemann計量を定める.

例 7.5 (M, g)をC∞級Riemann多様体, φをMで定義された正の値をとるC∞級関数とする.

p ∈M に対して,

(φg)p(u, v) = φ(p)gp(u, v) (u, v ∈ TpM)

とおく. このとき, φgはM のRiemann計量を定める. φgは gに共形的であるという.

例 7.6 (Riemann積) M , N をC∞級多様体, M ×N をM とN の積多様体とする. 例 2.6で
述べたように, M ×N からM への自然な射影 πM およびM ×N からN への自然な射影 πN は
C∞級写像となる.

(p, q) ∈M ×N に対して, (U,φ) ∈ S, (V, ψ) ∈ T を p ∈ U , q ∈ V となるように選んでおき,

φ = (x1, x2, . . . , xm), ψ = (y1, y2, . . . , yn)

と表しておく. このとき, TpM , TqN , T(p,q)(M ×N)の基底として, それぞれ{(
∂

∂x1

)
p

,

(
∂

∂x2

)
p

, . . . ,

(
∂

∂xm

)
p

}
,

{(
∂

∂y1

)
q

,

(
∂

∂y2

)
q

, . . . ,

(
∂

∂yn

)
q

}
,

{(
∂

∂x1

)
(p,q)

, . . . ,

(
∂

∂xm

)
(p,q)

,

(
∂

∂y1

)
(p,q)

, . . . ,

(
∂

∂yn

)
(p,q)

}
を選ぶことができる．更に, i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , nとすると, 直接計算することにより,

(dπM)(p,q)

((
∂

∂xi

)
(p,q)

)
=

(
∂

∂xi

)
p

, (dπM)(p,q)

((
∂

∂yj

)
(p,q)

)
= 0,

(dπN)(p,q)

((
∂

∂xi

)
(p,q)

)
= 0, (dπN)(p,q)

((
∂

∂yj

)
(p,q)

)
=

(
∂

∂yj

)
q
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が得られる. よって, 線形写像

(dπM)(p,q) × (dπN)(p,q) : T(p,q)(M ×N) → TpM × TqN

を (
(dπM)(p,q) × (dπN)(p,q)

)
(v) =

(
(dπM)(p,q)(v), (dπN)(p,q)(v)

)
(v ∈ T(p,q)(M ×N))

により定めると, 上の基底に関する (dπM)(p,q) × (dπN)(p,q)の表現行列は単位行列となる. した
がって, (dπM)(p,q) × (dπN)(p,q)は線形同型写像である．この線形同型写像により, T(p,q)(M ×N)

を TpM × TqN と同一視する.

gをM のRiemann計量, hをN のRiemann計量とし,

(g × h)(p,q)((u1, u2), (v1, v2)) = gp(u1, v1) + hq(u2, v2) ((u1, u2), (v1, v2) ∈ TpM × TqN)

とおく. このとき, 上の同一視により, g× hはM ×N のRiemann計量となる. (M ×N, g × h)

を (M, g)と (N, h)のRiemann積という.

多様体にパラコンパクト性とよばれる位相的性質を仮定すると, 1の分割とよばれるものを用
いて, Riemann計量の存在を示すことができる.

定義 7.2 Xを位相空間とする.

{Uα}α∈AをXの部分集合族とする. 任意の p ∈ Xに対して, pの近傍Uが存在し, U ∩Uα ̸= ∅
となる α ∈ Aの個数が有限個であるとき, {Uα}α∈Aは局所有限であるという.

{Uα}α∈A, {Vβ}β∈BをともにXの被覆とする. 任意の β ∈ Bに対して, Vβ ⊂ Uαとなる α ∈ A

が存在するとき, {Vβ}β∈Bを {Uα}α∈Aの細分という.

XがHausdorffであり, 更に, 任意の開被覆に対して, その細分となる局所有限な開被覆が存
在するとき, Xはパラコンパクトであるという.

更に, 1の分割を次のように定める.

定義 7.3 M をC∞級多様体, {Uα}α∈AをM の局所有限な開被覆とする. M で定義されたC∞

級関数の族 {fα}α∈Aで, 次の (1)～(3)をみたすものを {Uα}α∈Aに従属する 1の分割, 1の分解,

単位の分割または単位の分解という.

(1) 任意の α ∈ Aおよび任意の p ∈M に対して, 0 ≤ fα(p) ≤ 1.

(2) 任意の α ∈ Aに対して, supp (fα) ∈ Uα. ただし，supp (fα)は fαの台,

すなわち, fαの値が 0とはならない点全体の閉包である.

(3) 任意の p ∈M に対して,
∑
α∈A

fα(p) = 1.

注意 7.1 定義 7.3において, {Uα}α∈Aの局所有限性と (2)より, 各 p ∈M に対して, fα(p)は有
限個の α ∈ Aを除いて 0である. よって, (3)の和は実質的には有限和である.

そして, パラコンパクト多様体に対して, 次がなりたつ.

定理 7.1 M をパラコンパクト多様体, {Uα}α∈AをM の局所有限な開被覆とし, 任意の α ∈ A

に対して, Uαの閉包 Ūαはコンパクトであるとする. このとき, {Uα}α∈Aに従属する 1の分割が
存在する.

パラコンパクト多様体上のRiemann計量の存在を示すには, 1の分割と例 7.4および例 7.5を
用いて, 局所的に構成したRiemann計量を足し合わせればよい.


