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§8. 微分形式とテンソル場
多様体の接空間はベクトル空間だから, 余接空間とよばれる双対空間を定めることができる.

更に, 微分形式というものを考えることができる.

定義 8.1 M をCr級多様体とする.

p ∈M に対して, pにおける接空間 TpM の双対空間 (TpM)∗を T ∗
pM と表す. このとき, T ∗

pM

を pにおける余接ベクトル空間または余接空間という.

各 p ∈ M に対して, ωp ∈ T ∗
pM があたえられているとする. この対応を ωと表し, M 上の 1

次微分形式という.

M をCr級多様体, ωをM 上の 1次微分形式, X をM 上のベクトル場とする. このとき, M

上の関数 ω(X)が定められる.

例 8.1 (関数の微分) M を Cr級多様体とし, f ∈ Cr(M)とする. このとき, 各 p ∈ M に対し
て, 線形写像

(df)p : TpM → Tf(p)R

が定まる. ここで,

Tf(p)R =

{
a

(
d

dt

)
f(p)

∣∣∣∣∣ a ∈ R

}
= {a ∈ R}

と自然な同一視を行うと, (df)p ∈ T ∗
pM である. よって, df はM 上の 1次微分形式を定める.

また, XをM 上のベクトル場とすると, §3および §5で述べたことより,

(df)(X) = Xf,

すなわち, 各 p ∈M に対して,

(df)p(Xp) = Xp(f)

である.

(M,S)を n次元Cr級多様体とする. p ∈M とし, (U,φ) ∈ Sを p ∈ U となるように選んでお
く. φを

φ = (x1, x2, . . . , xn)

と表しておくと, x1, x2, . . . , xnはU 上のCr級関数とみなすことができる. よって, U 上でこれ
らの微分 dx1, dx2, . . . , dxn を考えることができる. 一方,{(

∂

∂x1

)
p

,

(
∂

∂x2

)
p

, . . . ,

(
∂

∂xn

)
p

}
は TpM の基底となるのであった. このとき, 次がなりたつ.

定理 8.1 {(dx1)p, (dx2)p, . . . , (dxn)p}は
{(

∂

∂x1

)
p

,

(
∂

∂x2

)
p

, . . . ,

(
∂

∂xn

)
p

}
の双対基底であ

る.

例 8.1において, 関数の微分を局所座標系を用いて表してみよう. 上と同じ記号を用いると,

定理 8.1より,

(df)p =
n∑

i=1

(df)p

((
∂

∂xi

)
p

)
(dxi)p

=
n∑

i=1

∂f

∂xi
(p)(dxi)p
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である. よって, U 上で

df =
n∑

i=1

∂f

∂xi
dxi (∗)

である.

ここで, (V, ψ) ∈ Sも p ∈ V となるように選んでおき,

ψ = (y1, y2, . . . , yn)

と表しておく. j = 1, 2, . . . , nとすると, (∗)より, U ∩ V 上で

dyj =
n∑

i=1

∂yj
∂xi

dxi

である. よって, 1次微分形式の微分可能性については, 次のように定める.

定義 8.2 (M,S)を n次元Cr級多様体, ωをM上の微分形式とする. 任意の (U,φ) ∈ Sに対し
て, φを

φ = (x1, x2, . . . , xn)

と表しておき, ωを U 上で

ω =
n∑

i=1

fi dxi

と表しておく. f1, f2, . . . , fnがU 上のCs級関数となるとき, ωはCs級であるという. ただし,

s ≤ r − 1である.

更に, 高次の微分形式を考えることができる.

定義 8.3 MをCr級多様体とする. 各 p ∈Mに対して, ωp ∈
k∧
T ∗
pM があたえられているとす

る. この対応を ωと表し, M 上の k次微分形式という.

M を Cr級多様体, ωをM 上の k次微分形式, X1, X2, . . . , XkをM 上のベクトル場とする.

このとき, M 上の関数 ω(X1, X2, . . . , Xk)が定められる. また, k次微分形式の微分可能性につ
いても, 1次微分形式の場合と同様に定めることができる.

以下では, 簡単のため, C∞級多様体上の C∞級微分形式を考える. M を C∞級多様体とし,

M 上のC∞級 k次微分形式全体の集合をDk(M)と表す. 各点毎に考えることにより, 微分形式
の和や関数倍を定めることができる. また, §6で述べたことより, 微分形式に対しても外積を定
めることができる. 更に, 次の 2つの定理がなりたつ.

定理 8.2 MをC∞級多様体とし, ω, ω1, ω2 ∈ Dk(M), θ, θ1, θ2 ∈ Dl(M), a, b ∈ C∞(M)とする.

このとき, 次の (1), (2)がなりたつ.

(1) (aω1 + bω2) ∧ θ = aω1 ∧ θ + bω2 ∧ θ.
(2) ω ∧ (aθ1 + bθ2) = aω ∧ θ1 + bω ∧ θ2.

定理 8.3 M をC∞級多様体とし, ω ∈ Dk(M), θ ∈ Dl(M), ψ ∈ Dr(M)とする. このとき, 次
の (1), (2)がなりたつ.

(1) ω ∧ θ = (−1)klθ ∧ ω.
(2) (ω ∧ θ) ∧ ψ = ω ∧ (θ ∧ ψ).

M , N をC∞級多様体とし, φ ∈ C∞(M,N)とする. このとき, 各 p ∈M に対して, 線形写像

(dφ)p : TpM → Tφ(p)N
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が定まる. よって, ω ∈ Dk(N)とすると, 各 p ∈ M に対して, (dφ)pによる ωφ(p)の引き戻し
(dφ)∗pωφ(p) が定まるが, これを単に (φ∗ω)pと表す. (φ∗ω)pは更に写像

φ∗ : Dk(N) → Dk(M)

を定めるが, これも引き戻しという.

また, D0(N)はC∞(N)とみなすことができるが, 関数の引き戻しは写像の合成により定める.

すなわち, f ∈ D0(N)とすると,

φ∗f = f ◦ φ

である.

引き戻しと外積の定義より, 次がなりたつ.

定理 8.4 M , N を C∞級多様体とし, ω ∈ Dk(N), θ ∈ Dl(N), φ ∈ C∞(M,N) とする. この
とき,

φ∗(ω ∧ θ) = (φ∗ω) ∧ (φ∗θ)

がなりたつ.

更に, 微分形式に対して, 外微分とよばれる演算を定めよう. M を n次元 C∞級多様体とす
る. k ≥ 1のとき, 定理 8.1より, ω ∈ Dk(M)は局所座標系を用いると,

ω =
∑

i1<i2<···<ik

fi1i2...ik dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik

と表すことができる. このとき,

dω =
∑

i1<i2<···<ik

dfi1i2...ik ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik

とおく. dωを ωの外微分という.

上の定義は座標近傍に依存したものである. しかし, 外微分は局所座標系を用いずに表すこと
ができることが分かる. よって, 上の dωはDk+1(M)の元を定める.

また, f ∈ D0(M)に対しては, 関数の微分として外微分 df ∈ D1(M)を定める.

このとき, 次の 3つがなりたつことが分かる.

定理 8.5 M をC∞級多様体とし, ω ∈ Dk(M), θ ∈ Dl(M)とする. このとき,

d(ω ∧ θ) = (dω) ∧ θ + (−1)kω ∧ dθ

がなりたつ.

定理 8.6 MをC∞級多様体とする. このとき, d2 = 0, すなわち, 任意のω ∈ Dk(M)に対して,

d(dω) = 0

である.

定理 8.7 M , N をC∞級多様体とし, ω ∈ Dk(N), φ ∈ C∞(M,N)とする. このとき,

φ∗(dω) = d(φ∗ω)

がなりたつ.
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多様体上のベクトル場やRiemann計量, 更に, 微分形式はテンソル場というものへ一般化す
ることができる. まず, ベクトル空間上のテンソルについて述べよう. なお, ベクトル空間は実
ベクトル空間のみを考える.

定義 8.4 V をベクトル空間とする. F を V の s個の積と V ∗の r個の積で定義された関数

F : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
s個

×V ∗ × · · · × V ∗︸ ︷︷ ︸
r個

→ R

とする. F (v1, . . . , vs, f1, . . . , fr) (v1, . . . , vs ∈ V , f1, . . . , fr ∈ V ∗) が各 vi (i = 1, . . . , s) 或いは
各 fj (j = 1, . . . , r) のみを変数とみなして, Rへの線形写像を定めるとき, F を (r, s)型のテン
ソルという. V 上の (r, s)型テンソル全体の集合を T r

s (V )と表す.

(r, s)型テンソル全体の集合は自然にベクトル空間となる.

V を n次元ベクトル空間とし, {v1, . . . , vn}を V の基底, {f1, . . . , fn}を {v1, . . . , vn}の双対基
底とする. このとき, i1, . . . , ir, j1, . . . , js = 1, . . . , nに対して,

(vi1 ⊗ · · · ⊗ vir ⊗ fj1 ⊗ · · · ⊗ fjs)(vk1 . . . , vks , fl1 , . . . , flr)

= fj1(vk1) · · · fjs(vks)fl1(vi1) · · · flr(vir)

=

{
1 (k1 = j1, . . . , ks = js, l1 = i1, . . . , lr = ir),

0 (その他)

とおくと, {vi1 ⊗· · ·⊗ vir ⊗ fj1 ⊗· · ·⊗ fjs}i1,...,ir,j1,...,js=1,...,nは T r
s (V )の基底となる. 特に, T r

s (V )

の次元は nr+sである. また, T r
s (V )は

T r
s (V ) = V ⊗ V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸

r個
⊗V ∗ ⊗ V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗︸ ︷︷ ︸

s個

とも表される.

更に, T r
s (V )は T s

0 (V )から T r
0 (V )への線形写像全体からなるベクトル空間と同一視すること

ができる. 実際, vi1 ⊗ · · · ⊗ vir ⊗ fj1 ⊗ · · · ⊗ fjsに対して,

(vi1 ⊗ · · · ⊗ vir ⊗ fj1 ⊗ · · · ⊗ fjs)(vk1 ⊗ · · · ⊗ vks) = fj1(vk1) · · · fjs(vks)(vi1 ⊗ · · · ⊗ vir)

=

{
vi1 ⊗ · · · ⊗ vir (k1 = j1, . . . , ks = js),

0 (その他)

により定まる線形写像を対応させればよい.

それでは, 多様体上のテンソル場を定めよう.

定義 8.5 M をCr級多様体とする. 各 p ∈M に対して, Kp ∈ T r
s (TpM)があたえられていると

き, この対応をKと表し, M 上の (r, s)型のテンソル場という.

局所座標系を用いて表すことにより, 多様体上のテンソル場の微分可能性を定めることがで
きる.

最後に, 例を挙げておこう.

例 8.2 多様体上のベクトル場は (1, 0)型のテンソル場に他ならない.

多様体上の k次微分形式は (0, k)型のテンソル場に交代性の条件を付け加えたものである.

多様体上のRiemann計量は (0, 2)型のテンソル場に正定値対称性の条件を付け加えたもので
ある.


