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§11. アファイン接続
§10で述べたユークリッド空間の部分多様体に対する Levi-Civita接続はアファイン接続とい

うものへ一般化することができる.

定義 11.1 M をC∞級多様体とする. ∇をX, Y ∈ X(M)に対して∇YX ∈ X(M)を対応させ
る写像

∇ : X(M)× X(M) → X(M)

とする. 任意のX,Y, Z ∈ X(M)と任意の f ∈ C∞(M)に対して, 次の (1)～(4)がなりたつとき,

∇をM のアファイン接続という. また, ∇YXを Y に関するXの共変微分という.

(1) ∇Y+ZX = ∇YX +∇ZX.

(2) ∇fYX = f∇YX.

(3) ∇Z(X + Y ) = ∇ZX +∇ZY .

(4) ∇Y (fX) = (Y f)X + f∇YX.

注意 11.1 (M,S)を n次元 C∞ 級多様体, ∇をM のアファイン接続とする. 更に, p ∈ M ,

X, Y, Z ∈ X(M)とし, Yp = Zp であるとする. (U,φ) ∈ Sとし,

φ = (x1, x2, . . . , xn)

と表しておくと, Y , Zは U 上で

Y =
n∑

i=1

ξi
∂

∂xi

, Z =
n∑

i=1

ηi
∂

∂xi

と表され, i = 1, 2, . . . , nのとき, ξi(p) = ηi(p)である.

このとき, 定義 11.1の条件 (1), (2) より, U 上で

∇YX = ∇ n∑
i=1

ξi
∂

∂xi

X

=
n∑

i=1

ξi∇ ∂
∂xi

X

である. 同様に,

∇ZX =
n∑

i=1

ηi∇ ∂
∂xi

X

である. よって, pにおいて, ∇YX と∇ZX の値は一致する. したがって, 各 p ∈ M において,

∇Xは TpM の線形変換を定める. すなわち, v ∈ TpM に対して∇vX ∈ TpM を定めることがで
きる.

多様体のアファイン接続に対して, 捩率というものを定めよう. M をC∞級多様体, ∇をM

のアファイン接続とする. X, Y ∈ X(M)に対して, T (X,Y ) ∈ X(M)を

T (X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ]

により定める. T を捩率テンソル場または捩率という. T = 0となるとき, ∇は捩れがないなど
という.
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次に述べるように, T は (1, 2)型のテンソル場となる. f, g ∈ C∞(M)とすると, 定理 5.3 (4)

より,

[fX, gY ] = fg[X, Y ] + f(Xg)Y − g(Y f)X

である. 特に, g = 1とし, 定義 11.1の条件 (2), (4)を用いると,

T (fX, Y ) = ∇fXY −∇Y (fX)− [fX, Y ]

= f∇XY − {(Y f)X + f∇YX} − {f [X, Y ]− (Y f)X}
= fT (X,Y )

である. 同様に,

T (X, fY ) = fT (X, Y )

である. よって, 注意 11.1で述べたことと同様に, 各 p ∈ M において, T は双線形写像

Tp : TpM × TpM → TpM

を定めることが分かる. したがって, T は (1, 2)型のテンソル場を定める.

また, T は交代的である. すなわち

T (X,Y ) = −T (Y,X)

がなりたつ.

Rnの部分多様体に対する Levi-Civita接続の場合と同様に, アファイン接続を局所座標系を
用いて表してみよう. (M,S)を n次元 C∞級多様体, ∇をM のアファイン接続とする. 更に,

(U,φ) ∈ Sとし,

φ = (x1, x2, . . . , xn)

と表しておく. このとき,

∇ ∂
∂xi

∂

∂xj

=
n∑

k=1

Γk
ij

∂

∂xk

をみたす U 上の C∞級関数 Γk
ij (i, j, k = 1, 2, . . . , n) が存在する. Γk

ij を Christoffelの記号とい
う. 定義 11.1の条件 (1)～(4)より, 共変微分はChristoffelの記号があたえられていれば, 計算す
ることができる. 定理 10.4と同様に, 次がなりたつ.

定理 11.1 ∇が捩れのないアファイン接続ならば, 任意の i, j, k = 1, 2, . . . , nに対して,

Γk
ij = Γk

ji

である.

Riemann多様体に対しては, 次のようなアファイン接続を考えることが多い.

定義11.2 (M, g)をC∞級Riemann多様体, ∇をMのアファイン接続とする. 任意のX, Y, Z ∈
X(M)に対して,

Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ)

がなりたつとき, ∇は gを保つ, または計量的であるという.

特に, 次がなりたつことが分かる.

定理 11.2 (M, g)を C∞級 Riemann多様体とする. このとき, gに関して計量的であり, 捩れ
のないM のアファイン接続が一意的に存在する.
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定理 11.2のアファイン接続を Levi-Civita接続という.

Levi-Civita接続の存在はM がRnの部分多様体の場合は §10で示されている. ここでは, §10
の最後に結果のみを述べた, Levi-Civita接続に対するChristoffelの記号を表す式を計算してみ
よう.

(M, g)を C∞級Riemann多様体とし, Levi-Civita接続∇を考える. (U,φ)をM の座標近傍
とし, φを

φ = (x1, x2, . . . , xn)

と表しておく. このとき, Γk
ij (i, j, k = 1, 2, . . . , n) をChristoffelの記号とする.

∇は計量的だから, i, j, k = 1, 2, . . . , nとすると, Christoffelの記号の定義より,

∂

∂xi

g

(
∂

∂xj

,
∂

∂xk

)
= g

(
∇ ∂

∂xi

∂

∂xj

,
∂

∂xk

)
+ g

(
∂

∂xj

,∇ ∂
∂xi

∂

∂xk

)
= g

(
n∑

l=1

Γl
ij

∂

∂xl

,
∂

∂xk

)
+ g

(
∂

∂xj

,

n∑
l=1

Γl
ik

∂

∂xl

)

である. よって,

gij = g

(
∂

∂xi

,
∂

∂xj

)
とおくと,

∂gjk
∂xi

=
n∑

l=1

Γl
ijglk +

n∑
l=1

Γl
ikgjl

である.

(gij)は正定値実対称行列に値をとり, ∇は捩れをもたないから, 定理 11.1より,

∂gjk
∂xi

+
∂gki
∂xj

− ∂gij
∂xk

=
n∑

l=1

Γl
ijglk +

n∑
l=1

Γl
ikgjl +

n∑
l=1

Γl
jkgli +

n∑
l=1

Γl
jigkl −

n∑
l=1

Γl
kiglj −

n∑
l=1

Γl
kjgil

= 2
n∑

l=1

Γl
ijglk

である. 更に, (gij)を (gij)の逆行列とし, m = 1, 2, . . . , nとすると,

n∑
k=1

gkm
(
∂gjk
∂xi

+
∂gki
∂xj

− ∂gij
∂xk

)
= 2

n∑
k=1

gkm
n∑

l=1

Γl
ijglk

= 2
n∑

l=1

n∑
k=1

Γl
ijglkg

km

= 2
n∑

l=1

Γl
ijδlm

= 2Γm
ij

である. ただし, δlmはKroneckerの δである. したがって, mを k, kを lと置き替えると,

Γk
ij =

1

2

n∑
l=1

glk
(
∂glj
∂xi

+
∂gil
∂xj

− ∂gij
∂xl

)
である.
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最後に, 多様体のアファイン接続に対して, 曲率というものを定めよう. M を C∞級多様体,

∇をM のアファイン接続とする. X, Y, Z ∈ X(M)に対して, R(X, Y )Z ∈ X(M)を

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

により定める. Rを曲率テンソルまたは曲率という.

次に述べるように, Rは (1, 3)型のテンソル場となる. f ∈ C∞(M)とすると,

R(fX, Y )Z = ∇fX∇YZ −∇Y∇fXZ −∇[fX,Y ]Z

= f∇X∇YZ −∇Y (f∇XZ)−∇f [X,Y ]−(Y f)XZ

= f∇X∇YZ − (Y f)∇XZ − f∇Y∇XZ −∇f [X,Y ]Z +∇(Y f)XZ

= f∇X∇YZ − (Y f)∇XZ − f∇Y∇XZ − f∇[X,Y ]Z + (Y f)∇XZ

= fR(X,Y )Z

である. 同様に,

R(X, fY )Z = fR(X,Y )Z

である. また,

R(X,Y )(fZ) = ∇X∇Y (fZ)−∇Y∇X(fZ)−∇[X,Y ](fZ)

= ∇X((Y f)Z + f∇YZ)−∇Y ((Xf)Z + f∇XZ)− ([X,Y ]f)Z − f∇[X,Y ]Z

= (XY f)Z + (Y f)∇XZ + (Xf)∇YZ + f∇X∇YZ

− (Y Xf)Z − (Xf)∇YZ − (Y f)∇XZ − f∇Y∇XZ − ([X,Y ]f)Z − f∇[X,Y ]Z

= fR(X,Y )Z

である. よって, 注意 11.1で述べたことと同様に, Rは (1, 3)型のテンソル場を定める.

また,

R(X,Y )Z = −R(Y,X)Z

がなりたつ.

Riemann計量を保つアファイン接続に関しては, 次がなりたつ.

定理 11.3 (M, g)をC∞級Riemann多様体, ∇をM のアファイン接続, Rを∇の曲率とする.

∇が gに関して計量的ならば, 任意のX,Y, Z,W ∈ X(M)に対して,

g(R(X,Y )Z,W ) + g(Z,R(X,Y )W ) = 0

である.

証明 括弧積の定義と仮定より,

0 = XY g(Z,W )− Y Xg(Z,W )− [X,Y ]g(Z,W )

= X (g(∇YZ,W ) + g(Z,∇YW ))− Y (g(∇XZ,W ) + g(Z,∇XW ))

− g(∇[X,Y ]Z,W )− g(Z,∇[X,Y ]W )

= g(∇X∇YZ,W ) + g(∇YZ,∇XW ) + g(∇XZ,∇YW ) + g(Z,∇X∇YW )

− g(∇Y∇XZ,W )− g(∇XZ,∇YW )− g(∇YZ,∇XW )− g(Z,∇Y∇XW )

− g(∇[X,Y ]Z,W )− g(Z,∇[X,Y ]W )

= g(R(X, Y )Z,W ) + g(Z,R(X, Y )W )

である. □


