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§10. 群の作用
§8では n次直交群O(n)が群であることを述べたが, O(n)を n次元 Euclid空間Rnと組にし
て考えると, 次がなりたつ.

定理 10.1 次の (1), (2)がなりたつ.

(1) 任意のA,B ∈ O(n)および任意の x ∈ Rnに対して, A(Bx) = (AB)xである.

(2) Eを n次単位行列とすると, 任意の x ∈ Rnに対して, Ex = xである.

そこで, 次のように定める.

定義 10.1 Gを群, Xを空でない集合, φ : G ×X → XをG ×XからXへの写像とする. 次
の (1), (2)がなりたつとき, GはXに左から作用するという.

(1) 任意の a, b ∈ Gおよび任意の x ∈ Xに対して, φ(a, φ(b, x)) = φ(ab, x)である.

(2) eをGの単位元とすると, 任意の x ∈ Xに対して, φ(e, x) = xである.

このとき, GをXの変換群, XをG集合という. また, φ(a, x)は axとも表す.

注意 10.1 定義 10.1において, 右からの作用についても定めることができる. 右からの作用の
場合は axの代わりに xaと表し, 例えば, (1)に対応する条件は (xa)b = x(ab)である.

例 10.1 定理 10.1より, O(n)はRnに左から作用する. 同様に, SO(n), GL(n,R), SL(n,R)は
Rnに左から作用する.

なお, Rnの元を行ベクトルとして表しておくと, O(n), SO(n), GL(n,R), SL(n,R)の元をRn

の元に右から掛けることにより, 右からの作用を定めることができる.

例 10.2 (自明な作用) Gを群, Xを空でない集合とする. このとき,

ax = x ((a, x) ∈ G×X)

とおくことにより, GはXに左から作用する. これを自明な作用という. 同様に, 右からの自明
な作用を定めることができる.

例 10.3 (行列の基本変形) 行列に左から正則行列を掛けることは行に関する基本変形を何回
か施すことに他ならないが, これを群の作用として見てみよう.

m行 n列の実行列全体の集合をMm,n(R) と表す. このとき, (P,X) ∈ GL(m,R)×Mm,n(R)

に対して, PX ∈Mm,n(R) を対応させることにより, GL(m,R)はMm,n(R)に左から作用する.

同様に, GL(n,R)はMm,n(R)に右から作用する. これは列に関する基本変形を何回か施すこ
とに対応する.

例 10.4 (線形変換の表現行列と基底変換) 有限次元ベクトル空間の線形変換は基底を選んで
おくことにより, 表現行列という正方行列が対応するが, 基底を取り替えると, それに応じて表
現行列も変わるのであった. このことを群の作用として見てみよう.

(X,P ) ∈Mn(R)×GL(n,R)に対して, P−1XP ∈Mn(R)を対応させる. ただし, Mn(R)は n

次実行列全体の集合である. このとき, GL(n,R)はMn(R)に右から作用することを示そう. ま
ず, X ∈Mn(R), P,Q ∈ GL(n,R)とすると,

Q−1(P−1XP )Q = (PQ)−1X(PQ)

である. 次に,

E−1XE = X
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である. よって, GL(n,R)はMn(R)に右から作用する.

なお, (P,X) ∈ GL(n,R)×Mn(R)に対して, PXP−1 ∈Mn(R)を対応させると, GL(n,R)は
Mn(R)に左から作用する.

Gを群, Xを空でない集合とし, GがXに左から作用しているとする. このとき, x ∈ Xに対
して, Gx ⊂ Xを

Gx = {ax | a ∈ G}

により定め, これを xの軌道という. 同様に, 右からの作用の場合も軌道を定めることができる.

このときは, xの軌道を xGと表す. 軌道に関して, 次がなりたつ.

定理 10.2 Gを群, X を空でない集合とし, Gが X に左または右から作用しているとする.

x, y ∈ Xに対して, xと yが同じ軌道の元であるとき, x ∼ yと表す. このとき, 次の (1), (2)が
なりたつ.

(1) ∼はX上の同値関係である.

(2) 任意の x ∈ Xに対して, xの同値類は xの軌道に等しい.

証明 左からの作用の場合に示す. 右からの作用の場合も同様である.

(1): まず, x ∈ Xとする. このとき, 群の作用および軌道の定義より,

x = ex ∈ Gx,

すなわち, x ∈ Gxである. よって, x ∼ xだから, 反射律がなりたつ.

また, ∼の定義より, 対称律と推移律がなりたつことは明らかである.

(2): C(x) ⊂ GxおよびGx ⊂ C(x)を示せばよい.

まず, y ∈ C(x)とする. このとき, 同値類および∼の定義より, xと yは同じ軌道の元である.

ここで, x ∈ Gxだから, y ∈ Gxである. よって, C(x) ⊂ Gxである.

次に, y ∈ Gxとする. このとき, x ∈ Gxだから, xと yは同じ軌道の元である. よって, ∼の定
義より, x ∼ yだから, 同値類の定義より, y ∈ C(x)である. したがって, Gx ⊂ C(x)である. □

定理 10.2において, (2)より, ∼によるX の商集合X/ ∼はX の軌道全体からなる集合とな
る. また, X/ ∼は左からの作用の場合はG\X, 右からの作用の場合はX/Gと表し, これらを
GによるXの商空間または商という. 特に, 軌道全体はXを互いに素な部分集合の和に分解す
る. この分解をXの軌道分解という.

例 10.5 例 10.1で述べたO(n)のRnへの左からの作用を考える.

まず, 任意のA ∈ O(n)に対して, A0 = 0だから, 0の軌道は {0}である.

次に, x ∈ Rn \ {0}とする. このとき, Rnの正規直交基底 {a1, a2, . . . , an}を a1 =
x

∥x∥
とな

るように選んでおくと, 定理 5.4より, P ∈ O(n)を P = (a1, a2, . . . , an)により定めることがで
きる. ここで, P−1P = Eだから, P−1a1は基本ベクトル e1である. よって,

P−1x = ∥x∥e1

であり, P−1 ∈ O(n)だから, xと ∥x∥e1は同じ軌道の元である.

したがって, x, y ∈ Rnに対して, xと yが同じ軌道の元となるのは ∥x∥ = ∥y∥ のときである.

また, x ∈ Rnの軌道の代表としては ∥x∥e1を選ぶことができる.

例 10.6 Gを群, X を空でない集合とし, GのX への自明な作用を考える. このとき, x ∈ X

の軌道は {x}である. また, 同じ軌道であるという同値関係は相等関係である.
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例 10.7 例 10.1で述べた SO(n)のRnへの左からの作用を考える.

n = 1のとき, SO(1) = {1}だから, 作用は自明となり, x ∈ Rの軌道は {x}である.

n ≥ 2のときは例 10.5と同様である.

例 10.8 例 10.1で述べたGL(n,R)のRnへの左からの作用を考える.

まず, 0の軌道は {0}である.

次に, x ∈ Rn \ {0}とする. このとき, Rnの基底 {a1, a2, . . . , an}を a1 = xとなるように選ん
でおくと, P ∈ GL(n,R)をP = (a1, a2, . . . , an)により定めることができる. ここで, P−1P = E

だから, P−1a1 = e1である. よって,

P−1x = e1

であり, P−1 ∈ GL(n,R)だから, xと e1は同じ軌道の元である.

したがって, x, y ∈ Rnに対して, xと yが同じ軌道の元となるのは x = y = 0または x, y ̸= 0

のときである. また, x ̸= 0のとき, x ∈ Rnの軌道の代表としては e1を選ぶことができる.

例 10.9 例 10.1で述べた SL(n,R)のRnへの左からの作用を考える.

n = 1のとき, SL(1,R) = {1}だから, 作用は自明となり, x ∈ Rの軌道は {x}である.

n ≥ 2のときは例 10.8と同様である.

例 10.10 例 10.3で述べたGL(m,R)のMm,n(R)への左からの作用を考える. 行に関する基本
変形を考えることにより, 軌道の代表としては階数標準形や階段行列を選ぶことができる. 特
に, X,Y ∈Mm,n(R)に対して, Xと Y が同じ軌道の元となるのは

rankX = rankY

のときである.

例10.11 例 10.4で述べたGL(n,R)のMn(R)への右からの作用を考える. X ∈Mn(R)とする
と, Xが対角化可能なとき, Xの軌道の代表としては対角行列を選ぶことができる. 特に, X,Y ∈
Mn(R)であり, Xと Y がともに対角化可能なとき, Xと Y が同じ軌道の元となるのはX, Y の
固有値が一致するときである.

なお, 実際には対角化可能ではない正方行列も存在するため, この作用については, 数を複素
数の範囲まで拡げ, Jordan標準形というものを考えた方が見通しがよい.

例 10.12 実対称行列の固有方程式の解はすべて実数であり, 実対称行列は直交行列によって
対角化可能である. このことを群の作用として見てみよう.

(X,P ) ∈ Sym(n) × O(n)に対して, P−1XP ∈ Sym(n)を対応させることができる. ただし,

Sym(n)は n次実対称行列全体の集合である. P−1 = tP であることに注意しよう. このとき, 例
10.4と同様に, O(n)は Sym(n)に右から作用する.

X ∈ Sym(n)とすると, Xは直交行列によって対角化可能だから, Xの軌道の代表としては対
角行列を選ぶことができる. 特に, X,Y ∈ Sym(n)に対して, X と Y が同じ軌道の元となるの
はX, Y の固有値が一致するときである. 更に, 実対称行列の固有方程式の解はすべて実数だか
ら, 各実対称行列に対して, その固有値を小さい順に並べたものを対応させると, Sym(n)/O(n)

は集合
{(x1, x2, . . . , xn) |x1, x2, . . . , xn ∈ R, x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn}

とみなすことができる.
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問題 10

1. Xを実数を係数とする x1, x2, . . . , xnの多項式全体の集合とし, (σ, f) ∈ Sn ×Xに対して,

σf ∈ Xを
(σf)(x1, x2, . . . , xn) = f(xσ−1(1), xσ−1(2), . . . , xσ−1(n))

により定める. このとき, (σ, f)から σf への対応は SnのXへの左からの作用を定めること
を示せ.

2. Gを群, Xを空でない集合とし, GがXに左から作用しているとする. このとき, a ∈ Gに対
して, XからXへの写像 φ(a) : X → Xを

φ(a)(x) = ax (x ∈ X)

により定める.

(1) 任意の a ∈ Gに対して, φ(a)は全射であることを示せ.

(2) 任意の a ∈ Gに対して, φ(a)は単射であることを示せ.

(3) XからXへの全単射全体の集合を S(X)と表す. このとき, S(X)は写像の合成に関して
群となる. また, (1), (2)より, 任意の a ∈ Gに対して, φ(a) ∈ S(X)である. 任意の a, b ∈
Gに対して, 等式

φ(ab) = φ(a)φ(b)

がなりたつことを示せ.

(4) ψ : G→ Sn(X)をGから Sn(X)への写像とし, 任意の a, b ∈ Gに対して, 等式

ψ(ab) = ψ(a)ψ(b)

がなりたつと仮定する. このとき, (a, x) ∈ G×Xに対して, (ψ(a))(x) ∈ Xを対応させる
と, GはXに左から作用することを示せ.

3. Gを群, Xを空でない集合とし, GがXに左から作用しているとする. このとき, x ∈ Xに対
して, Gx ⊂ Gを

Gx = {a ∈ G | ax = x}

により定める. GxはGの部分群であることを示せ. なお, Gxを xの固定化部分群という.
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問題 10の解答
1. まず, σ, τ ∈ Sn, f ∈ Xとすると,

((στ)f)(x1, x2, . . . , xn) = f(x(στ)−1(1), x(στ)−1(2), . . . , x(στ)−1(n))

= f(xτ−1(σ−1(1)), xτ−1(σ−1(2)), . . . , xτ−1(σ−1(n)))

= (τf)(xσ−1(1), xσ−1(2), . . . , xσ−1(n))

= (σ(τf))(x1, x2, . . . , xn),

すなわち,

((στ)f)(x1, x2, . . . , xn) = (σ(τf))(x1, x2, . . . , xn)

である. よって, (στ)f = σ(τf)だから, 定義 10.1の (1)の条件がなりたつ.

次に, ε ∈ Snを恒等置換, f ∈ Xとすると, 明らかに, εf = f である. よって, 定義 10.1の
(2)の条件がなりたつ.

したがって, (σ, f)から σf への対応は SnのXへの左からの作用を定める.

2. (1) x ∈ Xとすると, φおよび群の作用の定義より,

φ(a)(a−1x) = a(a−1x)

= (aa−1)x

= ex

= x,

すなわち, φ(a)(a−1x) = xである. よって, φ(a)は全射である.

(2) x, y ∈ X, φ(a)(x) = φ(a)(y)とすると, φの定義より, ax = ayである. よって, 群の作用
の定義より,

x = ex

= (a−1a)x

= a−1(ax)

= a−1(ay)

= y,

すなわち, x = yである. したがって, φ(a)は単射である.

(3) x ∈ Xとすると, φ, 群の作用および S(X)における積の定義より,

φ(ab)(x) = (ab)x

= a(bx)

= a(φ(b)(x))

= φ(a)(φ(b)(x))

= (φ(a)φ(b))(x),

すなわち,

φ(ab)(x) = φ(a)φ(b)(x)
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である. よって, 題意の等式がなりたつ.

(4) まず, a, b ∈ G, x ∈ Xとすると, 仮定より,

a(bx) = a((ψ(b))(x))

= (ψ(a))((ψ(b))(x))

= (ψ(a)ψ(b))(x)

= (ψ(ab))(x)

= (ab)x,

すなわち, a(bx) = (ab)xである. よって, 定義 10.1の (1)の条件がなりたつ.

次に, 仮定の等式において, a = b = eとおく. このとき, ee = eだから,

ψ(e) = ψ(e)ψ(e)

となり, 両辺に右または左から ψ(e)−1を掛けると, ψ(e) = 1X である. よって, x ∈ Xと
すると,

ex = (ψ(e))(x)

= 1X(x)

= x,

すなわち, ex = xである. したがって, 定義 10.1の (2)の条件がなりたつ.

以上より, GはXに左から作用する.

3. まず, a, b ∈ Gxとすると,

(ab)x = a(bx)

= ax

= x,

すなわち, (ab)x = xである. よって, ab ∈ Gxである.

次に, 群の作用の定義より, e ∈ Gxである.

更に, a ∈ Gxとすると, ax = xだから, 群の作用の定義より,

a−1x = a−1(ax)

= (a−1a)x

= ex

= x,

すなわち, a−1x = xである. よって, a−1 ∈ Gxである.

したがって, GxはGの部分群である.


