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§7. 濃度
2つの集合を比較する上で基本的な概念が濃度である. ここでは, 2つの集合の濃度が等しい
という概念について扱おう.

X, Y を空でない集合とする. Xから Y への全単射が存在するとき, Xと Y は濃度が等しい
という. このとき, X ∼ Y と表すことにする. X ∼ Y でないときはX ̸∼ Y と表す.

定理 7.1 X, Y , Zを集合とすると, 次の (1)～(3)がなりたつ.

(1) X ∼ X.

(2) X ∼ Y ならば, Y ∼ X.

(3) X ∼ Y かつ Y ∼ Zならば, X ∼ Z.

証明 (1): X上の恒等写像 1X はXからX への全単射である. よって, (1)がなりたつ.

(2): f : X → Y をXから Y への全単射とすると, f の逆写像 f−1 : Y → Xは Y からXへの全
単射である. よって, (2)がなりたつ.

(3): f : X → Y をXから Y への全単射, g : Y → Zを Y から Z への全単射とする. このとき,

f と gの合成写像 g ◦ f : X → ZはXからZへの全単射である. よって, (3)がなりたつ. □

例 7.1 Xを n個の元からなる有限集合, Y を空でない集合とする. Xと Y の濃度が等しいた
めの必要十分条件は Y が n個の元からなる有限集合であることはほとんど明らかであろう.

Nと濃度が等しい集合を可算集合という. 定理 7.1 (3)より, 可算集合と濃度が等しい集合は
可算集合である. また, 有限集合と可算集合を合わせて高々可算集合という.

基本的な可算集合の例を幾つか挙げよう.

例 7.2 NからZへの写像 f : N → Zを

f(n) = (−1)n
[n
2

]
(n ∈ N)

により定める. ただし, [ ]はGauss記号, すなわち, x ∈ Rに対して [x]は xを超えない最大の
整数である. このとき, f は全単射となるから, N ∼ Zである. よって, Zは可算集合である.

また, Xを偶数全体の集合とし, ZからXへの写像 g : Z → Xを

g(m) = 2m (m ∈ Z)

により定める. このとき, gは全単射となるから, Z ∼ X である. Zは可算集合だから, X も可
算集合である.

更に, Y を奇数全体の集合とし, Xから Y への写像 h : X → Y を

h(l) = l + 1 (l ∈ X)

により定める. このとき, hは全単射となるから, X ∼ Y である. Xは可算集合だから, Y も可
算集合である.

例 7.3 (Cantorの対関数) N×NからNへの写像 f : N×N → Nを

f(m,n) =
(m+ n− 2)(m+ n− 1)

2
+ n ((m,n) ∈ N×N)

により定める. f をCantorの対関数という. このとき, f は全単射となるから, N ×N ∼ Nで
ある. よって, N×Nは可算集合である.

更に, 次の定理より, 2つの可算集合の直積は可算集合である.
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定理 7.2 X, Y , X ′, Y ′を空でない集合とする. X ∼ X ′かつ Y ∼ Y ′ならば, X × Y ∼ X ′ × Y ′

である.

例 7.4 AをNの無限部分集合とし, a ∈ Aとする. このとき, a以下の Aの元の個数は有限
である. この個数を f(a)とおくと, f(a)はAからNへの全単射を定めるから, A ∼ Nである.

よって, Aは可算集合である.

更に, 可算集合の無限部分集合は可算集合である.

例 7.5 まず, N, Zはともに可算集合だから, 例 7.3より, N× Zは可算集合である.

次に, A ⊂ N× Zを

A = {(1, 0), (m,n) ∈ N× Z |n ̸= 0かつmと nは互いに素 }

により定める. Aは可算集合N× Zの無限部分集合だから, 例 7.4より, Aは可算集合である.

ここで, AからQへの写像 f : A → Qを

f(m,n) =
n

m
((m,n) ∈ A)

により定める. このとき, f は全単射となるから, A ∼ Qである. したがって, Qは可算集合で
ある.

Rが非可算集合であること, すなわち, 可算集合ではないことを次に述べるCantorの対角線
論法により示すことができる.

例 7.6 (Cantorの対角線論法) Rが非可算集合であることを背理法により示す.

Rが可算集合であると仮定する. このとき, 左半開区間 (0, 1]はRの無限部分集合だから, 例
7.4より, (0, 1]は可算集合である. よって, Nから (0, 1]への全単射 f : N → (0, 1] が存在する.

各 n ∈ Nに対して, f(n)を 10進法を用いて,

f(1) = 0.x11x12x13 . . . ,

f(2) = 0.x21x22x23 . . . ,

f(3) = 0.x31x32x33 . . . ,

...

と無限小数に展開しておく. ただし, xn1, xn2, xn3, . . . は 0から 9までの整数である. 例えば,

1 = 0.999 . . . , 0.2 = 0.1999 . . .

である.

ここで,

yn =

{
1 (xnnは偶数),

2 (xnnは奇数),
y = 0.y1y2y3 . . .

とおくと, y ∈ (0, 1]である. 仮定より, f は全射だから, y = f(n)となる n ∈ Nが存在する. 一
方, yと f(n)の小数第 n位は異なるから, y ̸= f(n)である. これは矛盾である.

したがって, Rは非可算集合である.

例 7.7 まず, Rから開区間 (0, 1)への写像 f : R → (0, 1)を

f(x) =
1

π
tan−1 x+

1

2
(x ∈ R)
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により定める. このとき, f は全単射となるから, R ∼ (0, 1)である.

次に, (0, 1)から (0, 1]への写像 g : (0, 1) → (0, 1]を

g(x) =


2x

(
ある n ∈ Nに対して x =

1

2n

)
,

x

(
x =

1

2n
となる n ∈ N が存在しない

)
により定める. このとき, gは全単射となるから, (0, 1) ∼ (0, 1]である. よって, 定理 7.1 (3)よ
り, R ∼ (0, 1]である.

更に, I, J を区間とする. ただし, I, J は 1個の元のみからなる区間ではないとする. このと
き, Iから J への全単射が存在することが分かるから, I ∼ J である.

次のCantorの定理より, 任意の集合はその巾集合と濃度が等しくないことが分かる.

定理 7.3 (Cantorの定理) Xを空でない集合とすると, 2X からXへの単射は存在しない.

また, Xから 2X への全射は存在しない.

証明 まず, 2X からXへの単射 f : 2X → X が存在すると仮定する. A ⊂ Xを

A = {f(U) |U ∈ 2X , f(U) ̸∈ U}

により定める.

f(X) ̸∈ Xとすると, Xの定義より, f(X) ∈ Xである. これは矛盾である.

f(X) ∈ Xとすると, Xの定義より,

f(X) = f(U), f(U) ̸∈ U

となる U ∈ 2Aが存在する. 仮定より, f は単射だから, X = U である. よって, f(X) ̸∈ Xであ
る. これは矛盾である.

したがって, 2X からXへの単射は存在しない.

次に, Xから 2X への全射 g : X → 2X が存在すると仮定する. B ⊂ Xを

B = {x ∈ X |x ̸∈ g(x)}

により定める. 仮定より, gは全射だから, g(x) = Bとなる x ∈ Xが存在する.

x ̸∈ Bとすると, Bの定義および g(x) = Bより,

x ∈ g(x) = B

である. よって, x ∈ Bである. これは矛盾である.

x ∈ Bとすると, Bの定義および g(x) = Bより,

x ̸∈ g(x) = B

である. よって, x ̸∈ Bである. これは矛盾である.

したがって, Xから 2X への全射は存在しない. □
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問題 7

1. N×RとRは濃度が等しいことを示せ.

2. Xを空でない集合とし, A ⊂ Xとする. このとき, Xから集合 {0, 1}への写像, すなわち, X

で定義され 0または 1に値をとる関数 χA : X → {0, 1}を

χA(x) =

{
1 (x ∈ A),

0 (x ∈ X \ A)

により定めることができる. χAをAの特性関数または定義関数という.

Xから {0, 1}への写像全体の集合を F (X, {0, 1})と表すことにする. 定義関数を用いる
ことにより, 2X ∼ F (A, {0, 1}) であることを示せ.

3. Xを空でない集合とし, A,B ⊂ Xとする. 定義関数に関して, 次の (1), (2)がなりたつこと
を示せ.

(1) χA∪B = χA + χB − χA∩B.

(2) χA∩B = χAχB.

4. 整数を係数とする xの方程式

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 = 0

の解となる複素数を代数的数という. 代数的数全体の集合は可算集合であることを示せ.
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問題 7の解答
1. RからZ× [0, 1)への写像 f : R → Z× [0, 1)を

f(x) = ([x], x− [x]) (x ∈ R)

により定める. このとき, f は全単射となるから, Z× [0, 1) ∼ Rである. N ∼ Z, R ∼ [0, 1)

だから, 定理 7.2より, N×R ∼ Rである.

2. 2X から F (X, {0, 1})への写像Φ : 2X → F (X, {0, 1})を

Φ(A) = χA (A ∈ 2X)

により定める.

まず,

A,A′ ∈ 2X , A ̸= A′

とすると, A \ A′ ̸= ∅ またはA′ \ A ̸= ∅である. 一般性を失うことなく, A \ A′ ̸= ∅ として
よい. このとき, x ∈ A \ A′とすると,

χA(x) = 1, χA′(x) = 0

だから, χA ̸= χA′である. すなわち,

Φ(A) ̸= Φ(A′)

である. よって, Φは単射である.

次に, f ∈ F (X, {0, 1})とする. A ∈ 2X を

A = f−1({1})

により定めると,

Φ(A) = χA

= f

である. よって, Φは全射である.

したがって, Φは全単射だから, 2A ∼ F (A, {0, 1})である.

3. (1) まず, x ∈ A ∪Bとすると,

χA∪B(x) = 1

である. また, このとき, x ∈ A \B, x ∈ B \A, x ∈ A ∩Bの何れか 1つのみがなりたつ.

x ∈ A \Bのとき,

(χA + χB − χA∩B)(x) = χA(x) + χB(x)− χA∩B(x)

= 1 + 0− 0

= 1

である.

x ∈ B \ Aのとき, 上と同様に,

(χA + χB − χA∩B)(x) = 1
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である.

x ∈ A ∩Bのとき,

(χA + χB − χA∩B)(x) = χA(x) + χB(x)− χA∩B(x)

= 1 + 1− 1

= 1

である.

次に, x ∈ X \ (A ∪B)とすると,

χA∪B(x) = χA(x) = χB(x) = χA∩B(x) = 0

だから,

χA∪B(x) = (χA + χB − χA∩B)(x) = 0

である.

よって, (1)がなりたつ.

(2) まず, x ∈ A ∩Bとすると,

χA∩B(x) = χA(x) = χB(x) = 1

だから,

(χAχB)(x) = χA(x)χB(x) = 1

である.

次に, x ∈ X \ (A ∩B)とすると,

χA∩B(x) = 0

である. de Morganの法則より,

X \ (A ∩B) = (X \ A) ∪ (X \B)

だから, χA(x) = 0または χB(x) = 0である. よって,

(χAχB)(x) = 0

である.

したがって, (2)がなりたつ.

4. Xを整数を係数とする xの 1次以上の多項式全体の集合, Y を 2以上の自然数全体の集合と
し, Xから Y への写像Φ : X → Y を

Φ(f) = n+ |an|+ |an−1|+ · · ·+ |a1|+ |a0|

(f = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 ∈ X)

により定める. このとき, 任意のm ∈ Y に対して, Φ−1({m})は空でない有限集合である.

よって, Φ−1({m})のある元 f に対して, 方程式 f(x) = 0の解となる代数的数全体の集合は
空でない有限集合である. したがって, 代数的数全体の集合は可算集合である.


