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§9. 二項関係
数学では 1つの集合に含まれる 2つの元がある関係をみたすかみたさないかを問題にするこ

とが多い.

定義 9.1 Xを空でない集合とする. X ×Xの任意の元に対して, みたすかみたさないかを判定
できる規則Rがあたえられているとする. このとき, RをX上の二項関係という. (x, y) ∈ X×Y

がRをみたすとき, xRyと表すことにする.

二項関係に関して, 次の 4つの性質を考えることが多い.

定義 9.2 Xを空でない集合, RをX上の二項関係とし, x, y, z ∈ Xとする.

任意の xに対して, xRxとなるとき, Rは反射律をみたすという.

xRyならば, yRxとなるとき, Rは対称律をみたすという.

xRyかつ yRzならば, xRzとなるとき, Rは推移律をみたすという.

xRyかつ yRxならば, x = yとなるとき, Rは反対称律をみたすという.

二項関係の中でも重要な同値関係と順序関係について, 順に述べていこう.

定義 9.3 Xを空でない集合, RをX上の二項関係とする. Rが反射律, 対称律, 推移律をみた
すとき, Rを同値関係という. Rが同値関係のとき, xRyとなる x, y ∈ Xに対して, xと yは同
値であるという.

同値関係はRの代わりに∼という記号を用いることが多い.

例 9.1 (自明な同値関係) Xを空でない集合とし, 任意の x, y ∈ Xに対して, x ∼ yであると定
める. このとき, 明らかに∼はX上の同値関係である. これを自明な同値関係という.

例 9.2 (相等関係) Xを空でない集合とし, x, y ∈ X に対して, x = yのとき, x ∼ yであると
定める. このとき, 明らかに∼はX上の同値関係である. これを相等関係という.

例 9.3 (自然数を法とする合同関係) n ∈ Nを固定しておき, k, l ∈ Zに対して, kと lが nを法
として合同なとき, すなわち, k − lが nで割り切れるとき, k ∼ lであると定める. なお, この場
合は k ∼ lであることを

k ≡ l mod n

等と表すことが多い. ∼がZ上の同値関係であることを示そう.

まず, k ∈ Zとする. このとき, k− k = 0であり, 0は nで割り切れるから, k ∼ kである. よっ
て, ∼は反射律をみたす.

次に, k, l ∈ Z, k ∼ lとする. このとき, k − lは nで割り切れる. よって,

l − k = −(k − l)

は nで割り切れるから, l ∼ kである. したがって, ∼は対称律をみたす.

更に, k, l,m ∈ Z, k ∼ l, l ∼ mとする. このとき, k − lおよび l −mは nで割り切れる. こ
こで,

k −m = (k − l) + (l −m)

だから, k −mは nで割り切れる. よって, k ∼ mである. したがって, ∼は推移律をみたす.

以上より, ∼はZ上の同値関係である.

次に, 順序関係について述べよう.
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定義 9.4 Xを空でない集合, RをX上の二項関係とする. Rが反射律, 反対称律, 推移律をみ
たすとき, Rを順序関係という. Rが順序関係のとき, 組 (X,R)を半順序集合または順序集合と
いう. Rがはっきりしている場合は (X,R)を単にXと表す.

(X,R)が順序集合であり, 任意の x, y ∈ X に対して xRyまたは yRx となるとき, (X,R)を
全順序集合という.

例 9.4 (大小関係) X = N,Z,Q,Rとおき, x, y ∈ X に対して, x ≤ yのとき, xRyと定める.

このとき, RはX 上の順序関係となる. これを大小関係という. 特に, (X,R)は全順序集合と
なる.

例 9.5 (包含関係) Xを集合とし, A,B ∈ 2X に対して, A ⊂ Bのとき, ARBであると定める.

このとき, Rは 2X 上の順序関係となる. これを包含関係という. 一般に (2X , R)は全順序集合
ではない.

例 9.4より, 順序関係は≤という記号を用いることが多い. このとき, x ≤ yを y ≥ xとも
表す.

定義 9.5 (X,≤)を順序集合とし, x, y ∈ Xとする.

x ≤ yのとき, xは y以下である, または, yは x以上であるという.

x ≤ yかつ x ̸= yのとき, x < yと表し, xは yより小さい, または, yは xより大きいという.

任意の x′ ∈ Xに対して, x′ ≤ xとなるとき, x = maxXと表し, xをXの最大元という.

任意の x′ ∈ Xに対して, x ≤ x′となるとき, x = minXと表し, xをXの最小元という.

注意 9.1 定義 9.5において, 反対称律より, 最大元, 最小元は存在するならば一意的であること
が分かる.

更に, 次のように定める.

定義 9.6 (X,≤)を順序集合とし, x, y ∈ Xとする.

x < x′となる x′ ∈ Xが存在しないとき, xをXの極大元という.

x′ < xとなる x′ ∈ Xが存在しないとき, xをXの極小元という.

注意 9.2 定義 9.6において, Xの極大元は存在しても一意的とは限らないが, maxXが存在す
るならば, それはXの一意的な極大元となる. 極小元についても同様である.

例 9.6 (整除関係) Xを 2以上の自然数全体の集合とし, x, y ∈ Xに対して, yが xで割り切れ
るとき, xRyであると定める. このとき, RはX 上の順序関係となる. これを整除関係という.

なお, この場合は xRyであることを x|yと表すことが多い.

Xの最大元および極大元は存在しない. また, 任意のXの元を割り切るXの元は存在しない
から, Xの最小元は存在しない. しかし, 任意の素数はXの極小元である.

定義 9.7 (X,≤)を順序集合とし, A ⊂ X, x ∈ Xとする.

任意の x′ ∈ Aに対して, x′ ≤ xとなるとき, xをAのXにおける上界という. Aの上界が存
在するとき, AはXにおいて上に有界であるという. Aの上界全体の集合が最小元をもつとき,

その元を supA と表し, AのXにおける上限という.

任意の x′ ∈ Aに対して, x ≤ x′となるとき, xをAのXにおける下界という. Aの下界が存
在するとき, AはXにおいて下に有界であるという. Aの下界全体の集合が最大元をもつとき,

その元を inf A と表し, AのXにおける下限という.

例 9.7 R上の大小関係を考え, a < bとなる a, b ∈ R に対して, 左半開区間 (a, b] ⊂ Rを考え
る. このとき,

max(a, b] = sup(a, b] = b
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である. また, min(a, b]は存在しないが, inf(a, b] = aである.

例 9.8 Q上の大小関係を考え,

A = {x ∈ Q | x > 0かつ x2 > 2}

とおく. このとき, Aの上界全体の集合は空集合だから, supAは存在しない. また, Aの下界全
体の集合は

{x ∈ Q |x < 0または x2 < 2}

である. しかし, inf Aは存在しない. 更に, maxAおよびminAは存在しない.

次の定理は実数の連続性という性質に他ならない.

定理 9.1 (Weierstrassの定理) AをRの空でない部分集合とする. Aの上界が存在するなら
ば, supAが存在する. また, Aの下界が存在するならば, inf Aが存在する.

最後に, 順序同型について述べておこう.

定義 9.8 (X,≤), (X ′,≤′)を順序集合とする.

f : X → X ′をX からX ′への写像とする. 任意の x, y ∈ X に対して, x ≤ yならば, f(x)

≤′ f(y)となるとき, f は順序を保つという.

全単射 f : X → X ′が存在し, f と f−1がともに順序を保つとき, f を順序同型写像という. ま
た, (X,≤)と (X ′,≤′)は順序同型であるという. このとき,

(X,≤) ≃ (X ′,≤′)

と表すことにする.

順序同型に関して, 次がなりたつ.

定理 9.2 (X,≤), (X ′,≤′), (X ′′,≤′′)を順序集合とすると, 次の (1)～(3)がなりたつ.

(1) (X,≤) ≃ (X,≤).

(2) (X,≤) ≃ (X ′,≤′)ならば, (X ′,≤′) ≃ (X,≤).

(3) (X,≤) ≃ (X ′,≤′)かつ (X ′,≤′) ≃ (X ′′,≤′′)ならば, (X,≤) ≃ (X ′′,≤′′).

証明 (1): X上の恒等写像 1X がXからXへの順序同型写像となる.

(2): 仮定より, 順序同型写像 f : X → X ′が存在する. このとき, fの逆写像 f−1 : X ′ → XがX ′

からXへの順序同型写像となることが分かる.

(3): 仮定より, 順序同型写像 f : X → X ′, g : X ′ → X ′′が存在する. このとき, f と gの合成写
像 g ◦ f がXからX ′′への順序同型写像となることが分かる. □

例 9.9 N, Z, Q 上の大小関係を考える.

まず, Nには最小元 1が存在するが, Z, Qの最小元は存在しない. よって, NはZ, Qと順序
同型ではない.

次に, 0と 1の間にZの元は存在しないが, Qの任意の 2個の元の間にQの元が存在する. よっ
て, ZはQと順序同型ではない.

したがって, 大小関係に関して, N, Z, Qは互いに順序同型ではない.
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問題 9

1. X = Z×(Z\{0})とおき, (m,n), (m′, n′) ∈ Xに対して, mn′ = nm′のとき, (m,n) ∼ (m′, n′)

と定める. ∼はX上の同値関係であることを示せ.

2. Iを 0を含む開区間, Xを Iで定義された正の値をとる関数全体の集合とし, f, g ∈ Xに対
して,

lim
x→0

f(x)

g(x)
= 1

のとき, f ∼ gと定める. ∼はX上の同値関係であることを示せ.

3. 実数を成分とする n次の正方行列全体の集合をMn(R)と表すことにする. A,B ∈ Mn(R)に
対して, B = P−1AP となる n次の正則行列 P が存在するとき, A ∼ Bと定める. なお, この
ときAとBは相似であるという. ∼はMn(R)上の同値関係であることを示せ.

4. Xを集合とし, 2X上の包含関係を考える. f : 2X → 2Xを 2Xから 2Xへの順序を保つ写像と
すると, f(A0) = A0となるA0 ∈ 2X が存在することを示せ.
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問題 9の解答
1. まず, (m,n) ∈ Xとする. このとき, mn = nmだから, ∼の定義より, (m,n) ∼ (m,n)であ
る. よって, ∼は反射律をみたす.

次に, (m,n), (m′, n′) ∈ X, (m,n) ∼ (m′, n′)とする. このとき, ∼の定義より, mn′ = nm′

である. よって, m′n = n′mだから, ∼の定義より, (m′, n′) ∼ (m,n)である. したがって, ∼
は対称律をみたす.

更に, (m,n), (m′, n′), (m′′, n′′) ∈ X, (m,n) ∼ (m′, n′), (m′, n′) ∼ (m′′, n′′)とする. このと
き, ∼の定義より,

mn′ = nm′, m′n′′ = n′m′′ (∗)

である. (∗)の 2式を掛けると,

mn′m′n′′ = nm′n′m′′

である. ここで, n′ ̸= 0だから,

mm′n′′ = nm′m′′

である. m′ ̸= 0のとき, mn′′ = nm′′である. また, m′ = 0のとき, (∗)および n′ ̸= 0より,

m = m′′ = 0だから, mn′′ = nm′′である. よって, ∼の定義より, (m,n) ∼ (m′′, n′′)である.

したがって, ∼は推移律をみたす.

以上より, ∼はX上の同値関係である.

2. まず, f ∈ Xとする. このとき,

lim
x→0

f(x)

f(x)
= 1

だから, ∼の定義より, f ∼ f である. よって, ∼は反射律をみたす.

次に, f, g ∈ X, f ∼ gとする. このとき, ∼の定義より,

lim
x→0

f(x)

g(x)
= 1

である. よって,

lim
x→0

g(x)

f(x)
= lim

x→0

1

f(x)

g(x)

=
1

lim
x→0

f(x)

g(x)

=
1

1

= 1

だから, ∼の定義より, g ∼ f である. したがって, ∼は対称律をみたす.

更に, f, g, h ∈ X, f ∼ g, g ∼ hとする. このとき, ∼の定義より,

lim
x→0

f(x)

g(x)
= lim

x→0

g(x)

h(x)
= 1
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である. よって,

lim
x→0

f(x)

h(x)
= lim

x→0

f(x)

g(x)

g(x)

h(x)

= lim
x→0

f(x)

g(x)
lim
x→0

g(x)

h(x)

= 1 · 1
= 1

だから, ∼の定義より, f ∼ hである. したがって, ∼は推移律をみたす.

以上より, ∼はX上の同値関係である.

3. まず, A ∈ Mn(R)とする. Eを n次単位行列とすると, Eは正則であり,

A = E−1AE

である. よって, ∼の定義より, A ∼ Aだから, ∼は反射律をみたす.

次に, A,B ∈ Mn(R), A ∼ Bとする. このとき, ∼の定義より, B = P−1AP となる n次の
正則行列 P が存在する. よって, P−1は正則であり,

A = (P−1)−1BP−1

である. したがって, ∼の定義より, B ∼ Aだから, ∼は対称律をみたす.

更に, A,B,C ∈ Mn(R), A ∼ B, B ∼ Cとする. このとき, ∼の定義より, B = P−1AP , C

= Q−1BQとなる n次の正則行列 P , Q が存在する. よって, PQは正則であり,

C = Q−1(P−1AP )Q

= (PQ)−1A(PQ)

である. したがって, ∼の定義より, A ∼ Cだから, ∼は推移律をみたす.

以上より, ∼はMn(R) 上の同値関係である.

4. A ⊂ 2X を
A = {A ⊂ X | f(A) ⊂ A}

により定める. まず, f(X) ⊂ Xだから, A ̸= ∅である. ここで,

A0 = {x ∈ X |任意のA ∈ Aに対して x ∈ A}

とおく.

定義より, A ∈ Aとすると, A0 ⊂ Aである. f は順序を保つ写像だから,

f(A0) ⊂ f(A)

⊂ A

である. よって, f(A0) ⊂ A0である.

また, f は順序を保つ写像だから, f(f(A0)) ⊂ f(A0), すなわち, f(A0) ∈ Aである. した
がって, A0 ⊂ f(A0)である.

以上より, f(A0) = A0である.


